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Vzorové riesenia 1. kola letnej série 2008 /2009

Priklad €. 1 (opravovali Danielka, Marek):

Mozeme si utvary nakreslit a vystrihnat, rukami niekedy vidime lepsie:). S kazdym ttvarom méZeme robit v podstate dve
veci: preklopit ho (vodorovne a zvisle) a otocit ho (doprava ¢ dolava). Ked sa s Gtvarmi dost dlho pohrate, zistite, Ze niekedy
postupnostou preklopeni a oto¢eni dostanete pred o¢ami opiat pdvodny utvar.

Podme sa podrobnejsie pozriet na postup pri skladani pentomina z druhej skupiny atvarov. Vimnime si, Ze utvar ¢&islo
5 nemdze byt v Ziadnom pripade v rohu obdlznika. V takomto pripade, by sme uz nedokazali pokryt jedno rohové policko
obdlznika (ten kriz nas blokuje). Zagnime skladat napriklad z pravého dolného rohu obdlZnika, kam umiestnime ttvar &islo
6 otoCeny raz dolava (proti smeru hodinovych rudi¢iek). Do opa¢ného rohu, teda lavy horny, sktsime umiestnit utvar &slo
1 otoceny doprava. Vidime, #e sa nam pod neho celkom pekne hodi preklopeny ttvar &islo 2. Dalej pokracujeme preklopenim
atvaru &islo 4 a naslednym oto¢enim dolava. Ten umiestnime medzi Gtvary 6 a 2 kam presne zapada. Do pravého horného
rohu mozeme dat ttvar ¢islo 3 dvakrat otoceny doprava (alebo dolava, to je jedno). Teraz uz len do volného miesta akurat
vlozime utvar &islo 5. Obdiznik 5 x 6 je hotovy.

Poznamka: Vsimnite si, Ze napriklad utvar ¢islo 5 ostava rovnaky ked ho preklopime aj ked ho oto¢ime. Taky utvar sa
nazyva symetricky. Alebo utvar &islo 3: ked ho preklopime zhora-dole (nozickami dole), zmeni sa, ale ked ho preklopime
zprava-dolava, dostaneme ten isty tvar. Ten uZ nie je symetricky, ale iba simerny podla jednej osi. Os je nazov pre zvisla
Garu iduacu stredom toho utvaru. To sme sa nie¢o nové naudili :-)

Skusanim a hranim sa s papierikmi iste objavite aj postup pre prva skupinu pentomin.
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Obrazok 1: Zadanie druhej skupiny pentomin

Odpoved’: Rieseni existuje pomerne dost, preto nizsie uvddzame len jednu z moZnosti ako to je spravne.
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Obréazok 2: Riesenie ¢. 1 Obrazok 3: Riesenie ¢. 2

Komentar: Priklad nebol tazky, vSetci ste sa Gspe$ne dopracovali k spravnym vysledkom. Je dobré aj napisat nejaké myslienky
toho skusania (ak nejaké boli;-). Napriklad, Ze tento utvar dam do rohu, lebo sa mi zd4, Ze tam bude lepsie sediet ako niekde
v strede. Alebo, Ze tento je prilis divoky na to, aby bol na strane obdlZnika, tak ani nebudem skugat si ho tam poloit.
Vicsina z vas od nas dostala 10 bodov, niektorym sme jeden bod strhli, ak ste ndm poslali len obrazky dvoch obdlZnikov bez
akéhokol'vek vysvetlenia.

Priklad €. 2 (opravovala Tinka):
Pre zjednodusenie rieSenia si ozna¢ime medovinu ako M, olej ako O a dzban ako D. Zo zadania si vyvodime najdolezitejSie
adaje:

1. D+ M véazia spolu 5 libier.

2. D + O vazia spolu 3,5 libier.
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3. M je dvakrat tazsia ako O. (Matematicky to zapiSeme: M =2 - O)

Podla tretieho vyroku vieme, ze M = 2 - O. Na zéklade tohto tvrdenia modZeme upravit prvy vyrok tak, Ze namiesto M
tam napiSeme 2 - O. Teraz mame v hre tieto dva vyroky:

1. D+ 2 -0 vazia 5 libier.

2. D + O véazia spolu 3,5 libier.

Ked si porovname tieto vyroky, tak vidime, Ze druhy sa od upraveného prvého 1isi o jedno O a v ramci hmotnosti sa ligia
o 1,5 libry. Z toho nam vyplyva, ze O = 1, 5 libry. Teraz uz moézeme dopocitat D a taktiez M. Kedze D + O je 3,5 libry, tak D
véazi 2 libry. Podobne, ak D + M je 5 libier, potom M véazi 3 libry. Ako skasku spravnosti overime, ¢i je hmotnost M dvakrat
vicsia ako O: M /O = 2. Plati.
Odpoved’: Dzbéan vazi 2 libry.
Komentar: Tento priklad ste zvladli velmi pekne, takmer vSetci ste ho vyratali spravne. Vyskytovali sa malé nedostatky
v rieSeniach, za ktoré ste stratili bodik. Napriklad ste nevysvetlili, ako ste upravovali rovnice a ako ste sa k jednotlivym
castiam dostali. Iny problém bol, ked ste priklad neodvodzovali postupne, ale skasali ste ndhodné ¢isla, pripadne ste napisali
len spravnu mozZnost. Za takéto rieSenie ste stratili viac bodov, lebo skuSanie nie je spravny systém, kym nepreverite vSetky
moznosti. Dufam, Ze nabudtce budete mat vSetci desat bodikov.

Priklad &. 3 (opravovali Zuzka, Betka):

A (okrem Gamdée): Vyroky na skrinkich dva a tri s tvrdenia, ktoré sa navzajom vyluc¢ujiu. To znamena, Z%e prave jeden
z nich je pravdivy (skrinka dva bude obsahovat bud choroby a strasti, alebo midrost a poznanie). Kedze podla zadania moze
byt na skrinkach najviac jeden napis pravdivy (a uZ vieme, Ze bud na druhej, alebo tretej skrinke je pravdivy napis), tak to
znamena, Ze napis na prvej skrinke musi byt klamstvo. TakZe prva skrinka obsahuje ur¢ite muadrost a poznanie.

Odpoved: Mudrost a poznanie st v prvej skrinke.

B (pre Gaméu): V druhej skrinke nemézu byt miadrost a poznanie, pretoZe ak by v nej boli, tak by napis na tejto skrinke,
ktory tvrdi, Ze st v nej choroby a strasti musel byt pravdivy. A to by si protire¢ilo. TakZe teraz vieme, Ze v druhej skrinke
su choroby a strasti, a teda Ze népisy na prvej aj druhej skrinke sp pravdivé. Kedze zo zadania vieme, Ze aspon jeden népis
na skrinke s chorobami a strastami ma byt nepravdivy (&iZe aj celkovo musi byt na skrinkich aspoini jeden nepravdivy napis)
a mi uz mame dva pravdivé, tak to znamena, Ze napis na tretej skrinke musi byt klamstvo. Potom st mudrost a poznanie
v prvej skrinke a choroby a strasti v tretej.

Odpoved: Mudrost a poznanie st v prvej skrinke.

Komentar: Priklad bol pomerne Tahky, vi¢Sina z vas ho zvladla. Iba obcas sa objavili chybicky, ked niekto zabudol vylacit
nespravnu moznost, alebo sme strhavali body, ked boli vaSe rieSenia prili§ struéné a nejasné.

Priklad €. 4 (opravoval etome):
Najpr si v8imnime v zadani dve podstatné veci, ktoré si vel'a z vas nev8imlo. Janko zaZil tri rdzne trovne tspechu, teda z kazdého
typu dnha aspon jeden; Vieme, Zze chodil na rybacku viac ako tyzden, teda 8 a viac dni.

Zamyslime sa, kol'ko dni teda chodil na rybacku. Vieme, Ze kazdy den ulovil neparny pocet ryb (5, 7 alebo 9).

Ak by chodil na rybacku parny pocet dni (8, 10, 12...), tak si jeho tlovky vieme rozdelit do dvojic. Dostaneme dvojice
neparnych ¢isel. Sudet dvoch neparnych ¢isel je vzdy parne ¢éislo (5+7 =12, 54+ 9 = 14, 74+ 9 = 16). TakZe sacet v kazdej
dvojici je parny a celkovy pocet ryb, sucet tychto parnych ¢&isel, bude taktiez parny. LenZe my vieme, Ze Janko ulovil 53 ryb.
Preto nemohol chodit na ryba¢ku parny pocet dni.

Pod'me sa pozriet na neparne poéty dni (9, 11, 13...). VSimnime si, Ze ak by Janko chodil na rybacku 11 dni, najmenej
ryb by ulovil, ak by kazdy den ulovil len 5 ryb. Dokopy by ich v8ak ulovil az 55, ¢o je viac ako 53, ktoré ulovil. Keby chodil
na rybacku este viac dni, bolo by to eSte viac ryb a teda tiez privela.

Ak je situacia s Jankom a rybackou realna a teda ak existuje nejaky pocet dni, ktory vyhovuje tomu ako to celé prebiehalo,
bude to jedine 9 dni. Skusime overit, ¢ je to mozné a ¢i nie je moZné, Ze existuje viac moznosti kol'ko zlych dni mohol mat.

Vieme, ze kazdy typ dia zaZil aspon jeden krat. Preto mozeme od 53 ryb odéitat ryby chytené v tychto troch dihoch
a pozriet sa, aké tlovky mohol mat v zvySnych 9 — 3 = 6 dhoch, kedy ulovil 53 — 5 — 7 — 9 = 32 ryb.

Dokonéenie 1: Zaujima néas len pocet jednotlivych typov dni. Podme skusit rozdelit tychto 6 dni medzi tieto tri typy dni.

Najprv si povedzme, Ze nemal Ziadne z1é(Z) dni pri loveni tychto 32 ryb (uz mal jeden, ktory sme zaratali a uz nemusi mat
Ziaden d'alsi, preto neskusame Ziadne zlé dni). Sktsme 6 zvySnych dni rozdelit medzi oby¢ajné(O) a dobré(D) dni: modZzeme
mat 00-+6D, 10+5D, 20+4D, 30+3D, 40+2D, 50+1D, 60+0D. Ako sme si toto vypisali? Dali sme si pre jeden typ dha ¢o
najmenej, tj. 0, a pre druhy typ dha ¢o najviac, tj. 6 a po jednom ,,prelievali“ dni z jedného do druhého, az kym uz viac neslo.

Teraz si povieme, Ze mal jeden zly defi. A zvySnych 5 znova ,,prelievacim® spoésobom rozdelime medzi oby¢ajné a dobré dni,
aby sme sa pozreli na vSetky moznosti.

Potom si povieme, Ze mal dva, tri, Styri, pat a nakoniec Sest zlych dni. A spravime to isté.

Takto sa pozrieme postupne na vSetky moZnosti poctov réznych typov dni, ak dokopy chceme 6 dni. ZapiSeme si to do
tabulky 1 a pre kazdé si zratame aky by mal alovok. Zistili sme teda, Ze 32 ryb mohol ulovit len v jednom ,rozloZeni* dni.

Nezabudnime na tie dni, ktoré sme na zaciatku odratavali. Mal teda
Odpoved’: Mohol mat jedine 5+ 1 = 6 zlych dni.

Dokonéenie 2: Za zvy$nych 6 dni najmenej mohol ulovit 6 x 5 = 30 ryb. Ale on ich ulovil viacej. Teda niektory den,
alebo niektoré dni ulovil viac ako 5 ryb. Ak nahradime jeden zly den oby¢ajnym, zvysime ulovok o 7—5 = 2 a ked zly dobrym,
zvy$ime ulovok o 9 — 5 = 4. Potrebujeme tlovok zvysit z minimalnych 30 na 32 a to vieme pridanim dvoch (zmenenim zlého
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zlych dni (5 ryb) obyc¢ajnych dni (7 ryb) dobrych dni (9 ryb) tlovok je to 327

0 0 6 54 nie
0 1 5 52 nie
0 2 4 50 nie
0 3 3 48 nie
0 4 2 46 nie
0 5 1 44 nie
0 6 0 42 nie
1 0 5 50 nie
1 1 4 48 nie
1 2 3 46 nie
1 3 2 44 nie
1 4 1 42 nie
1 5 0 40 nie
2 0 4 46 nie
2 1 3 44 nie
2 2 2 42 nie
2 3 1 40 nie
2 4 0 38 nie
3 0 3 42 nie
3 1 2 40 nie
3 2 1 38 nie
3 3 0 36 nie
4 0 2 38 nie
4 1 1 36 nie
4 2 0 34 nie
5 0 1 34 nie
5 1 0 32 ano
6 0 0 30 nie

Tabulka 1: Kolko ktorych dni mal ak ulovil 32 ryb
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dia na oby¢ajny). A toto je jedind moznost. Pretoze ak by sme jeden zly zmenili na dobry, uz by to bolo privela a taktiez
keby sme viaceré dni vymenili za lepsie, tak by to bolo privela. Toto nam déva teda jedine 5 zlych a jeden obyc¢ajny.

Ak k tomuto pripoéitame po jednom dni z kazdého typu, ktory sme na zaciatku odobrali, dostavame, Ze jedind moZnost je:
6 zlych dni, 2 obycajné a 1 dobry.
Odpoved: Mohol mat jedine 6 zlych dni.
Komentar: Tento priklad nebol az taky l'ahky ako sa mohol na prvy pohlad zdat. Trebalo si v&imnit trochu skryté podmienky
v zadani. To sa dalo po par precitaniach. A velmi dolezitym bolo ukazat, Ze iny pocet ako 6 zlych dni nijako Janko mat nemohol.

Priklad €. 5 (opravovali Monéa, Gubika):

Vieme, Ze €islo na hociktorej tehlicke sa rovna suctu &isel na dvoch tehlickach pod hou. Preto, ak si tehlicky s nezndmymi
¢islami v prvom riadku ozna¢ime pismenami A, B a C. MdZeme si pomocou tychto pismen vyjadrit hodnoty na tehlickach
v ostatnych riadkoch. Ked vypoé&itame hodnoty A, B a C na tehlickich v prvom riadku, d'alej uz nas ¢aka len kratka cesta
k dopoéitaniu zvy$nych hodnét na tehlickach vo vyssich riadkoch.

150+4A+6B+C
[ 60+3A+3B [90+A+3B+C]
| 30+2A+B | 30+A+2B | 60+B+C |
[ 30.A [ A+B | 30+B | 30+C |
[ 30 | A [ B | 3 | c |

Obrazok 4: Pyramida

Sucet &isel na tehlickach v prvom riadku je 155. NapiSme si to ako rovnicu a upravme ju.
60+A+B+C = 155 / — 60
A+B+C = 95
Podobne si zostavime takuto rovnicu aj z druhého riadku.
90+2-A+2-B+C = 236 / —90
2-A4+2-B+C = 146
Teraz od upravenej rovnice suc¢tu ¢isel druhého riadku odpoéitam rovnicu suétu &isel prvého riadku.
(2-A+2-B+C)—(A+B+C)=146—-95= A+ B =51

Tehlicka s hodnotou A + B sa nachadza v druhom riadku, mdéZeme tam doplnit hodnotu 51. A kedze A + B + C = 95 vieme,
7e Cislo na tehlicke C'.
C=95-(A+B)=95-51=44

Zistili sme dalsie ¢islo na tehlicke, tak ho do pyramidy doplnime. KedZe teraz uz vieme &islo na tehlicke C' (44) a taktieZ
vieme ¢islo na susednej tehlicke (30), tak mozeme dopocitat ¢islo ktoré je na tehlicke nad nimi, 44 + 30 = 74. Aj to dopiSeme
do pyramidy. Pustime sa to tvorby rovnice tretieho riadku.

30+A+A+B+A+B+30+B+30+B+30+C = 341
120+3-A+4-B+C = 341 / — 164

3-A+3-B+B = 177

3-(A+B)+B = 177
3-51+B = 177 /—3-51

B = 24

Dopracovali sme sa k ¢islu na tehlicke ozana¢enou B. Dopiseme ho. Teraz pomocou rovnice A + B + C = 95 zistime A.
A4+24+4+44=95= A=27

Pozname aj posledné ¢islo prvého riadku. Teraz uz jednoducho dopoé¢itame zvySok pyramidy.

Odpoved’:

Komentar: Vela z Vas malo skvelé rieSenia, preto usudzujem, Ze priklad bol pre Vas Tahky. Body sme strhavali len vtedy,
ked ste nam v strede rieSenia povedali ,,a z tohto to uz dopoéitame” ¢o nam nestacilo, lebo to bolo treba viac rozvinit. Niektori
z Vas ste zas urobili malé chyby vo vypocétoch. Aj za to 8li body dole. Ni¢ to ale nemeni na tom, Ze ste tento priklad vyriesili
azasne. Ste velmi Sikovni.

Priklad &. 6 (opravovala Danka):
Nase ¢islo mé byt delitelné bezo zvysku kazdym zo Siestich najmensich prirodzenych &isel - teda méa byt delitelné 1,2,3,4,5 a 6.
Najprv si vypiSeme kritéria delitelnosti pre jednotlivé &isla:
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446
[ 213 [ 233
[ 108 | 105 [ 128 |
[ 57 [ 51 | s | 714 |
[ 30 [ 27 [ 24 | 30 | 44 |

Obrazok 5: Pyramida

1 - kazdé prirodzené &islo je delitelné jednotkou

2 - prirodzené &islo je delitelné dvomi, ak je parne (konéf na 0,2,4,6 alebo 8)

3 - prirodzené ¢islo je delitelné tromi, ak je jeho ciferny sucet delitelny tromi

4 - prirodzené ¢&islo je delitelné Styrmi, ak je jeho posledné dvojéislie delitelné styrmi
5 - prirodzené ¢islo je delitelné piatimi, ak konéi na 0 alebo 5

6 - prirodzené ¢islo je delitelné Siestimi, ak je delitelné dvomi a stcasne tromi

Hladame najmensie &slo, ktoré spliia tieto podmienky a sklada sa len z nil a jednotiek. Aby bolo delitelné tromi, musi
obsahovat asponi 3 jednotky (aby bol jeho ciferny sucet delitelny tromi). Uvazujme teda, Ze jednotky su len tri, aby bolo éislo
¢o najmensie. Dostaneme teda ¢islo 111. Chceme, aby bolo delitelné aj dvomi a preto musi konéit nulou (lebo si mozeme
vybrat len €islic z 0 a 1, ale jednotka je neparna). Cislo konéiace nulou bude delitelné aj pitkou (to sme uviedli v kritériach).
Dostaneme &fslo 1110. To vSak nie je delitelné $tyrmi, lebo posledné dvojéislie nie je delitelné Styrmi bezo zvysku (10 / 4 =
2,5). Preto musi byt posledné dvojéislie 00. Vzniklo nam &islo 11100. Na zaver je eSte dobré overit, ¢i je naozaj delitelné
vSetkymi ¢islami bezo zvysku:

—11100 = 11100

11100 — 5550
2

11100 — 3700
3

11100 — 9775
4

11100 — 2990
5

—11(1300 = 1850

Odpoved: Najmensie hladané prirodzené &islo je 11100.

Komentar: Vysledok mal takmer kazdy z vis dobre. Body som vam strhla, ked ste riesili priklad vypisovanim moznosti
a nejaké ste vynechali, alebo ked ste nevysvetlili niektoré kritéria delitelnosti. Nezabudajte, Ze ak skuSate, je dolezité napisat,
ako ste postupovali a v tomto priklade bolo tieZ potrebné vysvetlit, pre¢o préave to ¢islo, ktoré ste nasli, je najmensie.

Priklad &. 7 (opravovali anti, murko):
Zostrojime si priamku bodom F' rovnobeznt so stranou AD rovnobeznika. Jej priese¢nik so stranou C'D si ozna¢ime X (pozri
si obrazok 6).

Pozrime sa bliZgie na vzniknuty rovnobeznik AFX D. Usecka F'D je uhlopriecka tohto rovnobeznika, to znamené, e ho deli
na dva zhodné trojuholniky: A AFD a A FXD. Obsah A AFD je rovny 15cm?, teda aj obsah A FXD je rovny 15cm?.

Teraz sa pozrime na pravu stranu, teda na rovnobeznik FBCX. Vyska z bodu F trojuholnikov FFBE a FEC je rovnaka (aj
ked jej presni dlzku nepozname, ukiZe sa, ze ju nepotrebujeme). A zikladne BE a EC' tychto trojuholnikov st tiez rovnako
dlhé, lebo bod FE je v strede strany BC. Z tychto dvoch veci vyplyva, Ze trojuholniky FFBE a FEC maja rovnaky obsah:
14cm?. (lebo obsah pocitame ako dlzka zakladne krat dlzka vysky a polovica z toho, a tieto dve dizky st v tychto dvoch
trojuholnikoch rovnakeé)

Trojuholnik F'BC je zloZeny z tychto dvoch trojuholnikov a zaroven je polovicou rovnobeznika FFBCX (lebo FC je uhlop-
rietka), ¢ize trojuholnik FCX (druha polovica rovnobeznika) ma obsah 28 cm?.

No a velky objav: trojuholnik CDF je zlozeny z trojuholnikov F XD a FCX, a teda jeho obsah je sti¢tom ich obsahov:
Sycpr = 15¢cm? + 28 cm? = 43 cm?. Hotovo.

Poznamka: Viete Ze, obsah A C'DF je rovny polovici obsahu rovnobeznika ABCD. Preco?
Odpoved: Obsah trojuholnika CDF je 14 cm?.
Komentar: Priklad bol velmi Tahky a zvladli ste ho hravo. A dobry tip pre tych, ¢o ho nevyriesili: nie je na $kodu, skusit si
do obrazka vseli¢o dokreslovat.

Priklad &. 8 (opravovali Palo, UTa):
7 osovej simernosti vo vietkych patuholnikoch tohoto prikladu vieme, Ze dva ,,nepravé‘ uhly si rovnako velké, ¢iZe ich velkost
je vo vSetkych pripadoch

540° — |9 EAB| — |9 ABC| — |[9CDE| _ 540° — 3 - 90°

|4DEA| = |9BCD| = 5 5

=135°
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Obrazok 6: priklad 7: dokreslena rovnobezka

(stcet uhlov v 5-uholniku sme zistili tak, Ze sme si ho rozdelili na 5 trojuholnikov, ktoré mali spoloény vrchol niekde vnutri
tohoto trojuholnika a od st¢tu ich uhlov sme odpoé¢itali plny uhol, ktory tvorili v jeho strede - t.j. 5-180° — 360° = 540°).

A (okrem Gamce): Neparny pocet pravych uhlov a osova simernost znacia, Ze tato os bude prechadzat prave jednym z tychto
uhlov (dva sa totiZz zobrazia na seba navzajom a poslednému neostava kam inam sa zobrazit, ako sam na seba). NaSe rovnaké
uhly st rozmiestnené tak, Ze tie dva st vedla seba a treti je oproti nim, ¢iZze os musi prechadzat cez uhol pri naprotivnom bode
- Cize cez vrchol D a potom cez stred tsedky AB. Ako tu vSak budd rozmiestnené 3 rovnaké strany (ich dizku si oznacime
z)? Jedna z nich bude uré¢ite medzi A a B (kedZe sa zobrazi sama na seba), no zvy$né dve moZzeme umiestnit na dve miesta
(BC a EA alebo CD a DE). Ak by zvy$né dve rovnaké strany boli strany CD a DE, tak by atvar CDE bol rovnostrannym
pravouhlym trojuholnikom, ¢o sa Zial neda. To znamené, Ze v nasom péatuholniku st rovnaké strany AB, BC a EA. Rozdelim

D
E C
X X
A X B

Obréazok 7: pétuholnik

si tento patuholnik na Stvorec ABCE a rovnoramenny pravouhly trojuholnik CDE. Ked si v tomto trojuholniku zostrojim
vysku na stranu CE, rozdeli stranu CE na polovicu (nejakym bodom S) - pretoze CDFE je rovnoramenny. Tym padom nam
vznikna dva trojuholniky ESD a CSD, ktoré su tiez rovnoramenné (v oboch je jeden uhol pravy a druhy rovny 45°, ¢ize aj
druhy musi byt rovny 45°), ¢o znamena, ze |C'S| = |SD|, ¢ize obsah trojuholnika CDE je Scpp = %2+ = 52 = %. O obsahu
péatuholnika teda plati:

S = Sapce+ Scpe
2, @’
512
445 = —
4
© = 36
lz| = 6
Vyslo nam, 7e = 6. Vysledok z = —6 mozeme vylucit pretoze dizka strany v tomto pripade nemoze byt zaporna.

Odpoved: Zvysné dva vnatorné uhly maja velkost 135° a dizka niektorej z troch zhodnych stran je 6 cm.

B (pre Gamé&u): Neparny poc¢et pravych uhlov a osova stimernost znacia, %e tato os bude prechadzat prave jednym z tychto
uhlov (dva sa totiZz zobrazia na seba navzajom a poslednému neostéva kam inam sa zobrazit, ako sam na seba). NaSe rovnaké
uhly st rozmiestnené tak, vSetky tri si vedla seba, ¢iZze os musi prechadzat strednym z nich - &iZe cez vrchol B a potom cez
stred tsecky DE. Tri rovnako dlhé strany vSak mozu byt rozmiestnené dvomi spésobmi podla zadania - bud tak, ze buda
tvorit suvisly asek, alebo tak, Ze nebudu:

Zagneme prvym trojuholnikom (vid. Obrazok 8). Tri rovnaké strany sa AB, BC a DE. Na§ piatuholnik si zjavne vieme
doplnit do $tvorca ABCF. Trojuholnik DEF je zjavne pravouhly a rovnoramenny. Ked si v tomto trojuholniku zostrojim
vysku na stranu DFE, rozdeli ju na polovicu (nejakym bodom S) - pretoze DEF je rovnoramenny. Tym padom nam vzniknu
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Obrazok 8: 1. patuholnik Obrazok 9: 2. patuholnik

dva trojuholniky DSF a ESF, ktoré su tiez rovnoramenné (v oboch je jeden uhol pravy a druhy rovny 45°, &ize aj treti musi
byt rovny 45°), ¢o znamena, ze |DS| = |SF|, ¢ize obsah trojuholnika DEF je Sper = % =5z = %. O obsahu
péatuholnika teda plati:

S = Sascr — Sper
2
x

21 = 2° - =

T
2 = 36
lz| = 6

Vyslo nam, 7e ¢ = +6. Vysledok = —6 mézeme vylaéit pretoze dizka strany v tomto pripade neméze byt zaporna.

Druhy péituholnik (vid. Obréazok 9) riesime podobne. Tri rovnaké strany s CD, DE a EA. Znova si predlzme strany do

stvorca ABCF. Aj v tomto pripade obsah trojuholnika D EF bude %, no na vypocet obsahu stvorca ABCF potrebujem mat
vyjadrent dizku jeho strany (ozna¢me si ju a). To mozeme napriklad pomocou sinusu uhla < EDF":

sin|9EDF| = 2=%
x
ﬂ.’ﬁ a
V2. a—a
2
a = Qm—l—m
2
(V2 +2)z
“ 2

A teda o obsahu péatuholnika plati:

S (V2 +2)x 2 s
2 4
g - 222 + 4222 + 42 B i
o 4 4
4-(54+4v2) = b2 +4V2a7
2 = 4
ol = 2
Podobne ako v prvom pétuholniku dizku strany z = —2 mézeme vylaéit z rovnakého dévodu.

Odpoved’: Zvysné dva vnatorné uhly v oboch utvaroch maja velkost 135°, dizka strany prvého patuholnika je 6 cm a druhého
2 cm.

Komentar: S prikladom ste sa povicSinou popasovali velmi dobre, bodiky dole §li hlavne za nepochopenie zadania alebo za
nedostato¢né vysvetlenia. Preto mame pre vas dve rady, ktoré sa vam zidu pri dalsom rieSeni - zadanie si precitajte radsej
desat krat, aby ste na ni¢ nezabudli a v rieSeni piSte vSetko, ¢o vas napadne, necakajte, Ze si budeme veci domyslat. Vela
Stastia pri dlasich prikladoch.

Priklad &. 9 (opravovali Majak, Peto):

Aby som vedel spravne vyplnit novy stvorec, musim si najprv vypocitat, aky ma byt sacet v riadkoch, stipcoch a uhloprieckach,
pretoze novy Stvorec ma byt magicky. KedZe do nového Stvorca doplham tie isté &isla, ako boli v pévodnom, staci mi, aby
som ich stcet vydelil 4 (pretoZe st Styri riadky a v nich pouzijem vietky &isla). Dostanem, Ze sucet &isel v riadkoch, stipcoch
a uhloprieckach ma byt: (1+2+3+4---+16) : 4 = 34.
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Cisla, ktoré st v tabulke 2 oznadené a a b nemdzu byt Ziadne &isla, ktoré si v povodnom Stvorci v rovnakom riadku, stlpci
a uhlopriecke, ako su &isla 9 a 4. Ked si spravne vyskrtam &isla, ktoré st s 9 a 4 v rovnakom riadku, stlpci a uhlopriecke,
zistim, Ze tam mozu byt ¢isla 6, 14 a 15. Aby bol novy Stvorec magicky, musi byt siucet ¢isel 9+ 4 + a + b = 34. Z tohto si
viem vypocitat, omu sa rovna sucet ¢isel a a b: a+b =34 —9 — 4 = 21. Teraz si zistim, ktoré dve z moznych ¢isel maju spolu
stcet 21. St to &isla 6 a 15, lenze eSte neviem, ktoré bude na ktorom mieste. Cislo ¢ bude tiez &islo, ktoré nie je v pévodnom
Stvorci v rovnakom riadku, stipci a uhlopriecke ako &isla 4 a 9. Po spravnom vyskrtani mi zostane uz iba &islo 14, pretoze &isla
6 a 15 uz planujem pouzit. Cislo d bude &islo, ktoré nie je v povodnom stvorci v rovnakom riadku, stipci a uhlopriecke ako &isla
6 a 15, pretoze s jednym z nich je v druhom Stvorci v rovnakom riadku a s druhym je v rovnakej uhlopriecke. Po spravnom
vySkrtani ¢isel mi zostane jedine &islo 12, tato situécia je zachytena v tabulke 3.

914|a|b 9| 4 | 6|15 | 156 9| 4 | 6/15 | 15|6
c | d 14 12 14 12
h e
J i g f
Tabulka 2: Tabulka 3: Tabulka 4:

Oznacme si dalsie nezname bunky, vid tabulku 4. Cislo e bude &islo, ktoré nie je v prvom S§tvorci v rovnakom riadku,
stlpci a uhlopriecke ako &isla 9, 12 a 14, pretoze s &slom 12 je v druhom &tvorci v rovnakom riadku a s &islami 9 a 14 je
v rovnakej uhlopriecke. Po spravnom vyskrtani &sel mi zostane &islo 3. Cislo a je &islo 6, pretoze ¢islo 15, ktoré tam este
moize byt, je v prvom Stvorci v rovnakom stipci ako &slo 3 a &islo b je &islo 15. Stcet &isel prvej uhlopriecky 9+ 14+3+ f = 34.
Z tohto viem, e &islo f = 34 — 9 — 14 — 3 = 8. Sudet &isel treticho stlpca 6 + 12 + 3+ ¢ = 34. Z tohto viem, Ze &islo
g=34—6—12—-3 = 13. Cislo h bude &islo, ktoré nie je v prvom §tvorci v rovnakom riadku, stipci a uhlopriecke ako &isla 3, 4,
12, 14 a 15, pretoze s &islami 12 a 15 je v druhom Stvorci v rovnakej uhlopriecke, s islami 4 a 14 je v rovnakom stlpci a s &islom
3 je v rovnakom riadku. Po spravnom vyskrtani &sel mi zostane &islo 5. Sudet &sel v druhom stipci 4 + 14 + 5+ 3 = 34.
Z tohto viem, ze ¢islo i = 34 — 4 — 14 — 5 = 11. Sucet ¢isel druhej uhlopriecky 5 + 12 + 15 + j = 34. Z tohto viem, Ze ¢islo
j=34—-5—12—15=2. V tabulke 5 je zaznacené, ¢o sme doposial zistili.

9| 4 6 | 15 91| 4 6 | 15 9 4 6 15

14 | 12 k|14 |12 | m 7 14 | 12 1

5 3 1 5 3 n 16 | 5 3 10

2|11 | 13 8 2 (11 | 13 8 2 11 | 13 8
Tabulka 5: Tabulka 6: Tabulka 7: Odpoved

Opétovne si ozna¢ime eSte nezname bunky, oznacenie je v tabulke 5. Cislo k bude &islo, ktoré nie je v prvom S§tvorci
v ronvnakom riadku, stipci a uhlopriecke ako &sla 2, 9, 12 a 14, pretoze s &slami 12 a 14 je v druhom &tvorci v rovnakom
riadku a s Gslami 2 a 9 je v rovnakom stipci. Po spravnom vyskrtani &isel mi zostane &islo 7. Stucet &isel prvého stlpca
2+ 7+9+1=34. Z tohto viem, %e &slo | =34 —2—7—9 = 16. Cislo m bude &islo, ktoré nie je v prvom stvorci v rovnakom
riadku, stipci a uhlopriecke ako &isla 7, 8, 12, 14 a 15, pretoze s &islami 7, 12 a 14 je v druhom &tvorci v rovnakom riadku
a s ¢islami 8 a 15 je v rovnakom stipci. Po spravnom vyskrtani ¢isel mi zostane &islo 1. Sucet &isel 84+ 1+ 15+n = 34. Z tohto
viem, Ze ¢islon =34 -8 —1 — 15 = 10.
Odpoved’: Jediny magicky &tvorec splhajici podmienky zo zadania je vyobrazeny v tabulke 7.
Komentar: V tomto priklade na vas necakali Ziadne zakerné chytéky. Stacilo pomaly postupovat podla pravidiel, a nikde sa
nepomylit. To sa sice nepodarilo tplne kazdému, ale drzali ste sa stato¢ne. Bodovanie bolo nasledovné - jeden bod za spravny
vysledok, dva body za vyratanie st¢tu riadku magického $tvorca (aj so zddvodnenim preco) a zvysnych sedem za postup. Ak
ste napriklad v postupe nevysvetlili umiestnenie niektorého &isla, tak ste hned stratili par bodov. Pri takomto priklade by
sa patrilo na konci aj overit, & vysledok splia vetky podmienky zo zadania, pretoze teoreticky tloha nemusela mat Ziadne
rieSenie. A kedZe ste pri ratani nepouZili vSetky podmienky ¢o musia platit, tak by nejakd nemusela platit. Za tato chybu sme
tentokrat nestrhévali, ale pochvalu od nas dostava Maria Rehakova, pretoZe ona jedina svoje rieSenie overila.

Prémia (opravovali Laco, Janc¢o):

Zadanie: Pavuk sedi presne v strede prednej steny kocky, ktord sa vznaSa nad zemou, s hranou dlhou 10cm. Rad by ulovil
muchu, ktora sedi na protilahlej stene kocky (¢iZe na zadnej) tak, Ze jej vzdialenost od spodnej aj pravej steny je 1cm. Popiste
presne, kadial ma pavuk liezt, aby ju ¢o najrychlejsie chytil, ked vie lozit len po vonkajsich stenach kocky.

Riesenie: Pri takejto ulohe je kIi¢om k tispechu nazorne si situaciu nakreslit na papier, alebo este lepsie: vyrobit si kocku ako
pomdcku. My sme si nakreslili kocku so zakreslenou poziciou pavika P a muchy M na papier (obrazok 10, mucha je na zadnej
stene kocky). Pavik sa moZze vydat viacerymi smermi, a kedZe je v strede prednej steny, ma to rovnako daleko ku kazdej
z0 susednych stien. Je prenho ale najvyhodnejsie na muchu zaato¢it zo spodnej, alebo z pravej steny, pretoze odtial to méa
najblizsie. Skiisme ho poslat cez spodnu stenu kocky.

Paviuk dokaze liezt po stenéch a prechadzat na susedné steny. Pokial tieto pravidla zachovame, moéZeme si povrch kocky
rozprestriet a predstavit si ho v rovine. Nakreslime si tak plast kocky (pre plast kocky plati, Ze z neho vieme ohnutim pozdlz
vyznafenych hran poskladat kocku). Jeden zo sposobov, ako ho nakreslit, je na obrazku 11. Vsimnite si, Ze sme si plast
nakreslili tak, aby na fiom boli prednd, spodné a zadna stena prepojené (to preto, aby sme si vedeli zakreslit cestu pavika
prave cez tieto steny). Na takomto plasti teraz mozeme hladat najkratsiu cestu od pavika k muche.



riesky@riesky.sk Riesky — matematicky korespondenény seminar

° M

Obréazok 10: Pavik a mucha

Obrazok 11: Rozprestrenie na plast

Obrazok 12: Cesta pavika

Obrazok 13: Oddvodnenie

Najkratsiu cestu medzi dvoma bodmi P, M v rovine predstavuje tsecka PM. Plast kocky mame zvoleny tak, Ze usecka
PM lezi na stenach kocky (obrazok 12), ¢ize cesta po tejto tsecke sa da zakreslit a aj na priestorovej (poskladanej) kocke.
Pavik teda pdjde najpriamejSou cestou k muche. A skutoéne je to najkratSia mozna cesta.

Pre starich rieSitelov: Na overenie nam sta¢i takdto tivaha: Zvolme si nejakt int cestu pavika. Cez body A’ a B’
na hranach kocky, rozne od bodov A a B (obrazok 13). Vieme, 7e stucet dlzok dvoch stran v trojuholniku je vaA¢si nez dlzka
tretej strany (tzv. trojuholnikova nerovnost):

|PA'|+|A'M| > |PM]|

|A'B'| +|B'M| > |A'M]|
Ak v prvej nerovnosti nahradime |A’M| vi¢sou dizkou (|A’B’| +|B’M|), znamienko nerovnosti sa nezmeni. Dostaneme:
|PA'| +|A'B'| + |B'M| > |PM|

a to nam svedé&i o tom, Ze cez 'ubovolné body A’ a B’ vedie dlhSia cesta neZ najdena cesta po tsecke PM.
Ale nie je to jediné rieSenie! Ako sme spominali, rovnako vyhodne ako cez spodni stenou sa moze pavik vydat aj cez prava
stenu. Stadi si nakreslit plast kocky, ako na obrazku 14 a opét spojit body P a M tuseckou. Dostéavame rovnako dobré rieSenie.
Obidve moZné cesty st zakreslené na priestorovej kocke na obrazku 15. KedZe od hornej a Tavej steny je mucha viac
vzdialena, najkratsie cesty su len tieto dve, cez prava a dolnu stenu.
Komentar: Samozrejme, na presny popis cesty paviika by sme potrebovali vypocitat umiestnenie bodov A a B, cez ktoré
mé pavik ist (ich vzdialenost od vrcholov kocky). Ale tieto vypoéty, rovnako ako vypocet dizky cesty pavika st uz daleko
nad ramec ulohy a popasovat sa s nimi moZete aZz s u¢ivom z deviateho ro¢nika. Namiesto toho sme od vas chceli prepisané
zadanie (1 bod), tvahu nad najdenim najvyhodnejsej cesty (idealne pomocou plasta kocky) a jej zakreslenie (max. 3 body),
uvedomenie si aj druhého rieSenia (1 bod) a napokon to celé pozliepat este logickym komentarom (1 bod), pretoZe len samotné
fakty nestacia na plnohodnotné rieSenie (a ako vidite, da sa toho popisat celkom dost). Skuste si z tohoto prikladu zapamaitat,
ako je dobré rozlozit kocku na plast, pri takomto ,,kockovom* type tlohy. A Ze sa oplati spytat sa samého seba: Je eSte nejaké
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Obrazok 15: Vysledok: obidve cesty
Obréazok 14: Druha cesta

rieSenie? Tym, ¢o na to prisli, gratulujeme. A Specialne dakujeme tym, ktori obohatili svoje rieSenie o presné grafické a farebné
obrazky, alebo nohatych pavuéikov.
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