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Vzorové rie2enia 3. kola letnej série 2008/2009

Priklad £. 1 (opravovali Pe"o, Juro):

Zo zadania vieme, °e gulifka sa zastavila na £isle delite©m tromi, £i% to £islo je ndsobkom £isla tri. Teraz si vypi2em e v2etky

nasobky trojky, £0 sa nachadzaju na rulete. Su to £isla 3, 6, 9 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33 a 36. ,alej vieme, °e £islo,
na ktorom sa zastavila gulifka je tie® neparne, £i°e z £isel, ktoré st nasobkami trojky (via. vyZie) vy2krtneme v2eky, k toré

su parne. Zostanu nam £isla 3, 9, 15, 21, 27 a 33. Vieme, e cifay sufet toho £isla je £islo medzi 2tyrmi a ésmimi. Teraz

zistime, ktoré zo zvy2nych £isel maja ciferny sufet medzi 2tyrmi a 6smimi:

£isla 3 9 15 21 27 33
cifenrysifet 3 9 6 3 9 6

Vidime, °e nam zostali u® iba £isla 15 a 33. V zadani je e2te podedna informacia, °e sU£in ci er £isla, na ktorom sa zastavila
gulifka, je medzi 2tyrmi a 6smimi. Teraz si zistime, ktoré z £ isel 15 a 33 ma sU£in ci er medzi 2tyrmi a ésmimi. SU£in ci er
£isla 15 je 5 a to znamena, °e toto £islo to m&° by’. SU£in ci er £isla 33 je 9, £i% toto £islo to nem&®e by’. Jediné £islo, kbré
nam zostalo je £islo 15, tak®e na tomto £isle zastala gulifka
Odpover: Gulifka zastala na £isle 15.

Komentar:  Priklad ste zvladli v2etci bez va£2ich “a’kosti.

Priklad £. 2 (opravovala natali):
Vieme, % obsahy v2etkych Monikinych 2tvorcov su trojcifer né £isla. ZaEneme tym, °e najdeme v2etky mo°né obsahy. Obsah
2tvorca so stranou a vypofitame ako S = a a. Take vypisujeme, zaEneme £islom 100:

10 10=100 18 18=324 26 26 =676
11 11 =121 19 19=361 27 27=729
12 12=144 20 20=400 28 28=784
13 13=169 21 21 =441 29 29=841
14 14=196 22 22=484 30 30 =900
15 15=225 23 23=529 31 31=961
16 16 =256 24 24=576 32 32=1024
17 17=289 25 25=625

Lalej u® netreba pokrafova’, preto®e v2etky ma©zie obsahy b udi aspo- 2tvorciferné.

Teraz si uvedomime, °e Monika pri zapise obsahov pouila ka°du z £islic 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 prave raz. Tak® obsahy,
v ktorych sa nejaké £islice opakuju, mé°eme vynecha’. Zostane nam tychto 13 £isel: 169, 196, 256, 289, 324, 361, 529, 576,
625, 729, 784, 841, 961.

V2imnime si, % £islica 3 sa nachadza len v dvoch £islach a to 24 a 361. Vysk(2ame teda obidve mo°nosti. Povedzme,
% jeden z Monikinych obsahov je 324. Vo zvy2nych dvoch £islach sa nesmu nachadza” £islice 2, 3 ani 4. Pozrime sa teraz
na £islicu 8. Nachadza sa v £islach 289, 784 a 841. Len®e v katiin z tychto £isel sa nachadza aj £islica 2 alebo 4, tak®e ®iade
nemG6°eme pou®i’. Tato mo°nos” nevyhovuje, preto®e by sme nemohli pou®i” ka°du £islicu prave raz.

Teraz skisme pou®i” £islo 361. Vo zvy2nych dvoch £islach sa @ nesmie nachadza” °iadna z £islic 3, 6 a 1. Vimnime si
£islicu 5. Nachadza sa v £islach 256, 529, 576 a 625. Tri z tydo £isel obsahuju aj £islicu 6, tak®e ako jedina mo°nos” zostva
529. K dvom £islam 361 a 529 potrebujeme tretie, zlo®ené z £ic 4, 7 a 8. Jediné také je 784.

Odpover:  Monikine 2tvorce mali obsahy 361, 529 a 784.
Komentar:  V&f£2na z vas zvladla tato ulohu vyborne, gratulujem :). Chc em vas ale upozorni” na jednu vec. V prikladoch
nestafi najs” jedno rie2enie, treba ich najs” v2etky. A tie® ukaza’, °e ca©2ie u® urfite nie su ...

Priklad £. 3 (opravovali Emil, Sasho):
A (okrem Gam£e): Na2ou Ulohou bolo najs” v2etkych 6 pa’uholnikov, ktoré mé°e me dosta” spojenim troch zhodnych,
rovnoramennych trojuholnikov. Na to, aby sme na?li skuto£n e v2etky, je dobré ma’ v h©adani nejaky systém. Najprv spojime
dvojice trojuholnikov a k nim budeme neskér pripaja” treti t rojuholnik. Ak chceme, aby bol vysledny atvar p& uholnik, m usi
ma’ aspo- jedna dvojica trojuholnikov jedno spolo£né rameno. Preto prvé dva trojuholniky spojime ramenami. To mé°eme
urobi” prave dvomi spdsobmi (vidime na obrazku 1).

Takto sme dostali dva 2tvoruholniky. Po pridani trojuholni  ka z nich maju vzniknd” p& uholniky, preto madme dve mo°nosti
ako to urobi’:

1. Vysledny pa uholnik bude ma” 2tyri zhodné vrcholy s pdvod nym 2tvoruholnikom a jeden navy?e. Ak to chceme docie-
Ii", musime trojuholnik prida” tak, aby mal s pévodnym 2tvor uholnikom spolo£na jednu cellG stranu. Z&rove- v2ak nem@®e
pri %iadnom z pévodnych vrcholov vzniknd” priamy uhol (uhol s ve©kos ou 180), lebo potom by tento uhol u® nebol vrcholom
vysledného Gtvaru, ale len bodom na jednej zo stran nového 2tvoruholnika.

2. Vysledny pa“uholnik bude ma” s pévodnym 2tvoruholnikom | en tri zhodné vrcholy a dva navy?e. ‘'tvrty vrchol 2tvoru-
holnika u® nebude vrcholom, preto®e pri ~om vznikne priamy u hol a bude iba le°a” na jednej zo stran p&a uholnika.

Najprv budeme k 2tvoruholniku ABCD pridava’ trojuholnik pod®©a prvej mo°nosti. Ak prilepime tr eti trojuholnik k strane
AB jeho zaklad-ou dostaneme naozaj pa uholnik, ktory mé°ete vidie” na obrazku £.2. K strane BC ho m&°eme prilepi”
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Obrézok 1: zakladné 2tvoruholniky

jeho ramenom dvoma spésobmi. Pri oboch z nich dostaneme pa iholnik. MéPete ich vidie” na obrazkoch £.3 a 4. Ker®e
2tvoruholnik ABCD je osovo sumerny, pod©a osDB , pripajanim trojuholnika k strandam CD a AD dostaneme pa’ uholniky
0Sovo sumerné, to znamena, °e budd zhodné s tymi, £0 u® mame.
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Obrazok 2: prvy pd’uholnik Obrazok 3: druhy pa uholnik

Obrézok 4: treti p4 uholnik

Teraz skusime trojuholnik prida” druhym spdsobom. Ak k nd2m u 2tvoruholniku priddme =al?i trojuholnik, tak pri niektor —om
z bodov A, B, C alebo D musi by” uhol rovny 180 (priamy uhol). ,alej vieme, % sufet uhlov v trojuholniku je  rovny 180 .
V nazom pripade jeto +2 =180 . Teraz u® vieme, % priamy uhol pri niektorom z vrcholov 2tvo ruholnika budd tvori’
uhly ; a . Pridanim jedného trojuholnika mé°eme uhol pri niektorom z vrcholov 2tvoruholnika zva£4d” o , alebo
Priamy uhol m&°e vznikn(” iba pri takom uhle 2tvoruholnika, ktory ma ve©kos” + , alebo2 . V nazom pripade, su to body
B a L. V prvom 2tvoruholniku je to uhol ABC (mé ve©kos 2 ). Ak tento 2tvoruholnik doplnime pridanim trojuholnika
do priameho uhla, opd” ndm vznikne p& uholnik, ktory moPete vidie” na obrazku £. 5. V skuto£nosti sa to da dvoma sp&sobmi,
ale op&a” by vy2li iba dva osovo sumerné pa’uholniky, preto st afi kea uvaujeme o jednom.

Ostava ndm e?te overi” 2tvoruholnik KLMN . Op&  zafneme prvou mo°nos’ou. Ak prilepime treti trojuhol nik k jeho
strane KL, uhol pri bode L bude ma” ve©kos  180. Potom bod L nebude vrcholom a vznikne 2tvoruholnik (obr. £.6).
K strane LM md&°eme pripoji” treti trojuholnik jeho ramenom dvoma spdso bmi. Pri jednom z nich dostaneme opa” iba
2tvoruholnik (obr. £.7), preto®e aj v tomto pripade je pri bo de L priamy uhol a preto nie je vrcholom. Pri druhom sice
dostaneme pé& uholnik (obr. £.8), ale ten je zhodny s u® najdenym pa“uholnikom £. 3. Kexr® 2tvoruholnik KLMN je stredovo
sumerny, tak pripajanim trojuholnika k stranam MN a NA dostaneme Utvary stredovo sumerné, teda zhodné s tymi, ktoré
sme u° na2li.

Nakoniec budeme pripaja” trojuholnik k 2tvoruholniku KLMN druhym spésobom. V tomto 2tvoruholniku mame dva uhly
ve©kosti + . KewoCe je ale stredovo sumerny, stafi kea sa budeme zaobera jednym z tychto uhlov (pri druhom by sme
dostali rovnaké monosti). Uhol KLM je mo°né doplni” do priameho uhla a°® 2tyrmi spésobmi. Pri dvo ch z nich ma
prikladany trojuholnik so 2tvoruholnikom spolo£nu cell st ranu a preto dostaneme 2tvoruholniky, ktoré sme dostali aj p ri prvej
mo°nosti pripajania(obr. £.7 a 6). Zostavaju nam dva spésoby. Pri prvom trojuholnik prilo®ime jeho ramenom k strane
2tvoruholnika, ktora mé d™°ku ako zaklad-a trojuholnika (o br. £. 9). Pri druhom, naopak, z&klad-u trojuholnika prilo® ime
k strane 2tvoruholnika s d°kou ramena trojuholnika (obr. £ . 10). V oboch pripadoch vznikni p&“uholniky. Tym sme vy£erp ali
v2etky moPnosti skladania a na?li sme naozaj 2es” réznych pé uholnikov.

B (pre Gam£u): Prva £as” ulohy, teda h©adanie pa uholnikov bola rovnaka alo v Glohe 3A. V druhej £asti ste mali zisti’
d°ky stran trojuholnikov. D"°ku zékladne trojuholnika si oznafimea a d°ku jeho ramena oznafimeb. Kea si pomocou tychto
dvoch neznamych oznafime d™ky stran pa“uholnikov, zistime, °e 2tyri z nich maju obvod a+4ba dva 3a+2h. Pod©a zadania
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Obrézok 5: 2tvrty p&“uholnik

Obrézok 6: vzniknuty 2tvoruholnik

Obrézok 8: pa’uholnik zhodny s tre-
Obrazok 7: 2. vzniknuty 2tvoruholnik tim

plati:

a+4b 23
3a+2b = 19

Po odE£itani 4b z prvej rovnice dostaneme a=23 4b. Teraz mé°eme dosadi” zaa do druhej rovnice:

19
19
50

3(23 4b)+2b
69 12b+2b
10b
b = 5

Obrézok 10: 2iesty pd uholnik
Obrézok 9: piaty pa uholnik
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Nakoniec dosadime do prvej rovnice zab:

a+4 5 = 23
a+20 = 23
a = 3

Trojuholniky maja d°ku zakladne 3 a d°ku ramien 5, z £oho je u° jednoduché dopo£ita” d°ky stran pa uholnikov.
Komentéar:  Priklad bol dos” narof£ny. Takmer nikto z vds ndm nenapisal sposob, akym p& uholniky h©adal. Zrejme to bolo
spbsobené aj tym, °e viaceri ho ani nemali a preto nena?li v2etky rie2enia. Takisto ve©a z vas robilo chybu, °e ste si neovaili,
£i utvary, ktoré ste na2li boli naozaj pa uholnikmi. Pritom to, °e niektory va2 Gtvar je 2tvoruholnik, ste mohli zbada” v &£2inou
aj z kvalitného nafrtku. Niektori zas na2li nieko©ko zhodny ch p& uholnikov, ktoré pokladali za rozne. Keby ste sa nezagavili
pri 2iestich najdenych pa uholnikoch, ale snaCili by ste sa najs” raldie, tak by ste si tieto svoje chyby mohli viimnd’”.

V priklade 3A sme davali bod za ka°dy najdeny pa uholnik, bod za vysvetlenie, pre£o su to naozaj pa uholniky a 1 a° 3 body
za postup ich h©adania.

V priklade 3B sme davali za najdené pa’uholniky o bod menej ako bol ich pofet, bod za vysvetlenie pre£o su to naozaj
pa’uholniky a 1 bod za postup ich h©adania, 1 bod za d™°ky strén a 2 body za ich vypo£et.

Priklad £. 4 (opravovala Mon£a):
Zo zadania vieme, °e dve mesta nem6°u nadviaza® spojenie. Tosa v2ak mohlo sta’ len v pripade, kea sl mesta rozdelené
na dve neskontaktované £asti a to na 3 a 4 mestd, 2 a 5 miest, albo 1 a 6 miest. %oubovo©né spojenie medzi tymito £as’ami
by spbsobilo mo®nos” dovola” sa z ka°dého mesta do ka°dého.

Pozrime sa bli®?e na jednotlivé pripady.

Ak budd mesta rozdelené na 3 a 4, maximéalny po£et polo®enych kablov bude 9 (pozri obrdzok 11). Hocijaky kdbel navy2e
by spbsobil, °e ka°dé mesto by sa vedelo spoji” s ka°dym. Pre tento pripad nevyhovuje ani mo°nos” a) a ani mo°nos” b).

.

Obréazok 11: 3 a 4 mesta

Ak mesta rozdelime na 2 a 5, maximalny mo°ny pofet polo®enych kablov bude 11 (pozri obrazok 12). Tak ako v prvom
pripade, ak priddme =al?i kabel, budd sa vedie” navzajom spoji” v2etky mesta. Preto opd” nevyhovuje °iadna mo°nos’.

/AN

*—o

Obrazok 12: 2 a 5 miest

Pri rozdeleni 1 a 6, bude maximalny pofet polo®enych kéblov 15 (pozri obrazok 13). Spojarom sa preto mohlo podari’
nespoji” dve mesta v pripade a). Ak by sme v2ak chceli prida” = al?i, 16-ty kdbel, v2etky mesta by sa navzajom dokazali spoji’.
Preto sa im to v pripade b) nemohlo sta’.

Odpovern: Spojarom sa to mohlo sta” v pripade a), ale v pripade b) nie.
Komentér:  Na rie2enie ste va£2inou pri2li. Niekedy boli problémy v tom , °e ste neoddvodnili rozdelenie miest a inokedy ste
akosi zabudli na pripad b). Prikladu ste v2ak rozumeli a vyri €?li ste ho ve©mi pekne, len tak oalej.

Priklad £. 5 (opravovali Betka, Lucka):
Zadanie:
1. Vrana hniezdi na buku.
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Obréazok 13: 1 a 6 miest

strom buk

meno Anton

klub futbal
vtak vrana

rok 1974

Tabu©ka 1: zaznamenanie bodov 6, 8 a 1

. Lipa bola zasadena dva roky nato, £0 zasadil strom golfovy klub.
. fervienka je na strome, ktory zasadil bowlingovy klub, a t ento strom je ved©a stromu zasadeného futbalovym klubom.
. Jakub zasadil strom v roku 1971.
'korec %ije na topoli, ktory zasadil Daniel v roku 1974.
Anton zasadil prostredny strom a bol to buk.
Sova byva na Borisovom strome, ktory je ved©a jase-a.
Strom Uplne napravo bol zasadeny v roku 1974 futbalovym kl ubom.
Brest bol zasadeny v roku 1970.
Tenisovy klub zasadilo strom v roku 1972.
Squashovy klub zasadil strom v roku 1970.
. Silvester zasadil strom roku 1973 a °ije na -om £ervienka
. Drozd hniezdi na strome, ktory zasadil Jakub.
14. Strom, na ktorom sidli sova je zasadeny na©avo od stromuktory zasadil Jakub.
Rie2enie:  Pre preh©adnejlie rie2enie si nakreslime tabu©ku. Jednotlé £isla predstavuju poradie stromov sprava do©ava.
Postupne do tabu©ky budeme zapisova” informécie zo zadania

Pod©a bodu 6. zasadil Anton prostredny strom a bol to buk. Pod©a bodu 8. bol strom Uplne napravo zasadeny v roku 1974
futbalovym klubom. Pod©a bodu 1. hniezdi vrana na buku. Po ty chto krokoch tabu©ka vyzera ako Tabu©ka 1.

Pod©a bodu 3. je £ervienka na strome, ktory zasadil bowlingey klub a tento strom je ved©a stromu zasadeného futbalovym
klubom. Pod®©a bodu 5. ®ije 2korec na topoli, ktory zasadil Da niel v roku 1974. Pod©a bodu 12. zasadil Silvester strom roku
1973 a %ije na -om £ervienka. Teraz tabu©ka vyzerd ako TabuCk 2.

Pod©a bodu 14. je strom, na ktorom sidli sova zasadeny na®avod stromu, ktory zasadil Jakub. Jakub, m6° zasadi” u°®
iba stromy na miesta 1 a 2. Ker® na©avo od tohto stromu mé by” e%e jeden, Jakub musi zasadi” strom na mieste 2. Op&”
poznafime do Tabu©ky 3.

Pod®©a bodu 4. zasadil Jakub strom v roku 1971. Pod©a bodu 7. b¥a sova na Borisovom strome, ktory je ved©a jase-a.
Pod®©a bodu 13. hniezdi drozd na strome, ktory zasadil Jakub. Na2e momentalne vedomosti teraz vystihuje Tabu©ka 4.

©®NOOAWN

Sl S S T
wbh = o

1 2 3 4 5
strom buk topo®©
meno Anton  Silvester  Daniel

klub bowling  futbal
vtak vrana £ervienka 2korec
rok 1973 1974

Tabu©ka 2: zaznamenanie bodov 3, 5 a 12
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1 2 3 4 5
strom buk topo®©
meno Jakub  Anton  Silvester Daniel

klub bowling  futbal
vtdk  sova vrana £ervienka 2korec
rok 1973 1974

Tabu©ka 3: zaznamenanie bodu 14

1 2 3 4 5
strom jase- buk topo®©

meno Boris Jakub Anton Silvester Daniel

klub bowling  futbal

vtak sova drozd vrana £ervienka 2korec
rok 1971 1973 1974

Tabu©ka 4: zaznamenanie bodov 4, 7 a 13

Pod©a bodu 2. bola lipa zasadena dva roky nato, £0 zasadil som golfovy klub. Ak bola lipa zasadena dva roky po
ktoromko©vek strome, tak do Uvahy prichadzaju tri roky : 197 2, 1973, 1974 (ten strom, po ktorom bola zasadena 2 roky mohol
by” zasadeny najskér 1970). Rok 1974 je u® obsadeny topo©omPod®©a 11. bodu zadania zasadil strom v roku 1970 squashovy
klub. A preto lipa nemohla by” zasadend ani v roku 1972, preto® v roku 1970 zasadil strom squashovy klub a nie golfovy.
Zostal w° iba rok 1973 a potom golfovy klub zasadil strom v rok u 1971. Tak isto u® zostal iba jeden strom - brest. Aj tieto
informacie sme zapisali do Tabu©ky 5.

Pod©a bodu 9. bol brest zasadeny v roku 1970. Pod®©a bodu 11. gadil squashovy klub strom v roku 1970. Pod©a bodu
10. zasadil tenisovy klub strom v roku 1972. Po pridani tycht o informacii dostaneme Tabu©ku 6.

Odpover: Tabu©ka 7.

Komentar:  Priklad nebol priliz “a®ky. Takmer v2etci mali spravny vysl edok. Body sme strhavali iba za postup.

Priklad £. 6 (opravovali Kozzy, Murko):

Vieme, °e na konci mame na v2etkych troch kdpkach rovnaky pof et minci, zatia®© v2ak nevieme aky, preto si ho oznafimex.
Priklad budeme rie2” od konca. Zostavime si tabu©ku (viza. t abu©ka 8).

Vieme, % tento po£et sme dostali premiestnenim minci z tretej kdpky na prvé dve tak, °e po£et minci na nich sa zdvojnasobil.

Pred premiestnenim bolo na prvej aj na druhej kdpke o polovicu minci menej, teda %. Na tretej kdpke bolo po druhom

premiestneni o to©ko minci viac ako na konci, ko©ko minci smeridali na prvé dve kopky dokopy, teda x+(x %)+(x %)=2x.
Doplnili sme na2u tabu©ku (via. tabu©ka 9).

Tento pofet sme dostali premiestnenim minci z druhej kbpky na prvi a tretiu tak, °e po£et minci na nich sa opa” zdvojna-

sobil. Na prvej kopke bola pred druhym premiestnenim polovi ca minci ako po —om, teda £ = % a rovnako, na tretej %X = X.
Na druhej kdpke bolo predtym o to©ko viac, ko©ko minci sme prdali na druhé dve kopky dokopy, teda £+ % % +(2x x)= &
Aj tieto vysledky si zapi2eme do tabu©ky (vie. tabu©ka 10).

Tento pofet sme dostali premiestnenim minci z prvej kbpky na druhi a tretiu tak, °e po£et minci na nich sa zdvojnasobil.

7x .
Na zafiatku bola teda na druhej kopke polovica z po£tu minci po prvom premiestneni, teda 4- = % a rovnako na tretej %.
Na prvej kbpke bolo na zafiatku o to©ko minci viac ako po prvom premiestneni, ko©ko minci sme premiestnili na druha a tretiu

kopku spolu, £0je ¥+ ¢ 2 + x X = X Teraz u° m6°eme doplni” tabu©ku aby bola kompletna (vie. ta bu®ka 11).
Keo% pofet minci je prirodzené £islo, % a ”TX musia by” celé £isla. Kern% £isla 13 a 8 su nesudelite©né, musy’

x delite©né 8. Celkovy pofet minci je3x, £0 je urfite £islo delite©né tromi. Keoe £islo3x je delite©né 3 aj 8 a zarove-

1 2 3 4 5
strom brest jase- buk lipa topo©

meno Boris Jakub Anton  Silvester Daniel
klub golf bowling  futbal

vtk  sova drozd vrana £fervienka 2korec
rok 1971 1973 1974

Tabu©ka 5: zaznamenanie bodu 2
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1 2 3 4 5
strom  brest jase- buk lipa topo©
meno  Boris Jakub Anton Silvester Daniel
klub  squash golf bowling  futbal
vtak sova drozd vrana £fervienka 2korec

rok 1970 1971 1972 1973 1974
Tabu©ka 6: zaznamenanie bodov 9, 11 a 10

1 2 3 4 5
strom  brest jase- buk lipa topo©
meno  Boris Jakub Anton Silvester Daniel
klub  squash golf tenis bowling  futbal
vtak sova drozd vrana £fervienka 2korec
rok 1970 1971 1972 1973 1974

Tabu©ka 7: Odpovern
Na konci X X X
Po druhom premiestneni
Po prvom premiestneni
Na zafiatku
Tabu©ka 8: zafiato£na tabu©ka
Na konci X X X
Po druhom premiestneni 3 5 2x
Po prvom premiestneni
Na zafiatku
Tabu©ka 9: prvy medzivypofet
Na konci X X X
Po druhom premiestneni % % 2x
Po prvom premiestneni x 7TX X

Na zafiatku

Tabu©ka 10: druhy medzivypofet

Na konci

X X X
Po druhom premiestneni z 2
Po prvom premiestneni x 7TX X
Na zafiatku Bx  xox

Tabu®©ka 11: cela tabu©ka
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3 a 8 su nesudelite©né (ich najvag?i spolo£ny delite© je 1), usi by £islo 3x delite©né 24. Jediné £islo medzi 150 a 190,
ktoré je delite©né 24 je 168, preto3x = 168, x = 56. Po dosadeni x = 56 do po£tov minci, ktoré nam vy2li, dostaneme
Bx - 18% —9g7, X = 736 =49, £ = % =28,

8 8 '8 8 12 2

Odpover: Pofty minci na jednotlivych képkach su 91, 49 a 28.

Komentar: V&£2ina z vas mala tento priklad spravne, ob£as bolo niefo neysvetlené. To v2ak bolo ve©mi ojedinelé, body ste
stracali individualne pod®©a rozsahu chyb.

Priklad £. 7 (opravovali U®a, Jan£o):

Postupne si budeme vytvara” obrazok, ktory vidime na obrazk u 14. Najprv si vytvorim trojuholnik BDC , ktory bude zhodny
s trojuholnikom ABC , budu spolu vytvara” koso?tvorec ABCD . Na strane BC trojuholnika BDC u® mame stred Y. E2te vy-
tvorime bod E v strede strany BD . Trojuholniky ABC a BDC sU rovnostranné a zhodné. Ich stredné priefkyXY a'Y E budu
rovnakej d°ky a budu tie® le°a” na jednej priamke.

Teraz si vytvorime trojuholnik BFD , ktory bude zhodny s trojuholnikom BDC (aj ABC), budd spolu vytvara” koso-
2tvorec BFDC . Na strane BD trojuholnika BFD u® mame stred E. Bod B je od stredu strany FD vzdialeny rovnako ako
od stredu strany AC (bod X)), preto®e je proti©ahly vrcholom tychto stran v zhodnych ro vnostrannych trojuholnikoch BFD
a ABC . No a kern® lef stred strany FD na priamke XY , tak vieme, °e je to bod Z. Nako©ko trojuholniky BDC a BFD
su rovnostranné a zhodné, ich stredné prieEkyY E a EZ budd rovnakej d™°ky a budu tie® le®a” na jednej priamke.

Takto sme si vytvorili akysi symetricky obrazok. Vieme, °e b ody X a Z su od bodu B rovnako vzdialené. Povedzme,
% ve©kos'XY je 1. Potom aj ve©kosti Y E a EZ budu 1, tak®e ve©kos Y Z bude 1 +1 =2 . Ak je ve©kos” XY 1, ve©kos'Y Z
je2aXY a¥YZ suvpomerel:2

Obrézok 14: 7.priklad

Odpover: XY aYZ suvpomerel:2.
Komentar: Ve®©a z vas to malo dobre, par nepochopilo zadanie a na2li sa afaki, ktori mali naozaj ve©mi so stikované rie2enia.

Priklad £. 8 (opravovali Betka, Lucka):
A (okrem Gamg£e):  Oznafme si na2e h©adané £islabcd (£iara nad pismenami oznafuje, °e je to 2tvorciferné £islo sciframi
a, b, c a d a nie nejakd premenna, alebo neznama nazvan&abcd. Poame zisti’, £0 ndm 0 -om =alej povie zadanie. To nam
na2epkava, °e prva aj druha dvojica ci er nd2ho h©adaného £isla je delite©na jedenastimi. Keo sa pozrieme na dvojciferré
nasobky jedenastich zistime, °e ka°dy z nich ma obe cifry rovnaké. fi°e si na2e h©adané £islo vieme napisa’ jednoduchzie
napriklad ako aabh

Teraz urobime jeden ve®©Kky trik, ktory si najprv popi2eme v2e obecne. Chceme zisti’, £i sU nejaké dve £islaX a Y, delite©né
nejakym konkrétnym £islom (napriklad sedmifkou). Teda chceme zisti’, £i plati, °¢ X =7 K aVY =7 L,kdeK alL
su prirodzené £isla. Muselo by plati” ajto, e X Y =7 (K L) je delite©né siedmimi. Nane? astie to, °e je rozdiel dvoch
£isel delite©nymi siedmimi priamo neznamena to, °e su aj dvepbvodné £isla delite©né sedmifkou (skiste si dve £isla, kté
davaju po deleni siedmimi rovnaky zvy?ok). No u® ndm stafi le n vyskd?a’, £i je jedno z pdvodnych £isel delite©né siedmimi
a kewo zistime, °e je, vieme, e aj druhé £islo -ou delite©né je(samozrejme, pokia®© bol siedmimi delite©ny rozdiel). Mo°ro sa
vam zatia© zda, °e nam to vébec nepomde, no uvidite, % to je nak :)

Zistime, kedy davaju £isla aabb a bbaa rovnaky zvy2ok po deleni siedmimi (v niektorom z pripadov st aj obe siedmimi
delite©né). Ma plati’:

aabb bbaa = 7 A
1000a + 100a+ 10b+ b 100 100b 10a a = 7 A
108% 108 = 7 A
1089 (a b = 7 A
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Na oboch stranach rovnice mame sufin. Ak sU£in na pravej strane rovnice ma by delite©ny siedmimi (EisloA je prirodzené),
musi nimi by” delite©ny aj sUfin na ©avej strane. Ker £islo 7 ¢ prvo£islom a nedeli £islo 1089, musi by siedmimi delite©h
vyraz (a b). Ak si a aj b nenulové cifry (ak by ©ubovo©né z nich bola nulova, jedno z el by nebolo 2tvorciferné), mame
11 mo®nosti, aké mé°u ma” hodnoty 1a8;2a9;1lal; 2a2 3a3;4a4;,5a5;6a6;7a7 8a8;9a9 (e uplne
jedno, ktoré z nich je a a ktoré b). Po dosadeni do v2obecného tvaru nazho £isla zistime, % £§la 1188 a 8811 a 2299 a 9922
sice davaju (po dvojiciach) rovnaké zvy2ky po deleni siedmimi, no ani jedno z nich priamo delite©né nie je. Rovnako je to g
s £islami 1111, 2222, 3333, 4444, 5555, 6666, 8888, 9999, ktosice samozrejme maju rovnaky zvy2ok po deleni siedmimi alo
kez ich napi2eme odzadu (ke=®e sa tym nezmenia), ale nie su sedmimi delite©né. Tato vlastnos” sp'-a jedine £islo 7777.
Odpover: Na tabuli bolo napisané £islo 7777.

B (pre Gam£u):  Najprv si uka®eme druhy trik, ktory sa da pou®” v mnohych pri kladoch, ktoré sa zaoberaju delite©nos ami
(v2etkym zarove- odporu£am, nech si pozrd aj prvy trik, popi sany v 8A). Mame 2 £islaX a Y, o ktorych chceme zisti’, £i

su delite©né nejakym £islom, napriklad siedmimi. To by znamenalo, °e sa daju zapisa” vtvareX =7 K a¥Y =7 L, kde K

a L su prirodzené £isla. To ale znamena, °e ajich sufetX + Y =7 K +7 L =7 (K + L) je delite©ny siedmimi. Na to,
aby sme s istotou mohli poveda’, °e aj pévodné dve £isla boli celite©né siedmimi, treba podobne ako v prvom triku skontrol ova’,

£i nimi bolo aspo- jedno z nich delite©né (skuste si tento trik pre dve £isla, jedno so zvy2kom 3 a druhé so zvy2kom 4 po delef
siedmimi a uvidite pre£o). Znova to nevyzerd, °e by nam to ve€@mi pomohlo, no zdanie mé°e klama’.

Oznafme si povodné £islo na tabuli akoabcda poame zis ova’, kedy je jeho stfet s £islomdcba delite©ny siedmimi:

abcd+ dcha = 7 A

1000a + 100b+10c+ d +1000d + 100c+ 10b+a = 7 A
1001 (a+ d)+110(b+c) = 7 A

7 143 (a+ d)+110(b+c) = 7 A

Prava strana rovnice ma by” delite©na siedmimi (£islo A je prirodzené), tak®e aj ©ava strana nimi musi by” delite©na Jeden
zo sfitancov na ©avej strane je v°dy delite©ny siedmimi. Na @, aby bol cely sufet delite©ny, musi by" delite©ny aj druhy
sEitanec. Lene £islo 110 siedmimi delite©né nie je, to znaena, %e nimi musi by” delite©ny vyraz (b+ c).

Teraz si véimnime zal2iu vlastnos” £isla na tabuli jeho prv é dvojEislie je delite©né devatnastimi. To ale znamena, °e pvé
dvojfislie md°e by len 19, 38, 57, 76 alebo 95. Mame 5 mo°nost akl hodnotu mé°e nadoblda” cifra b a ku ka°dej z nich
si vieme jednoducho zisti’, aki hodnotu musi nadobida” cifra c, pouCitim vlastnosti z minulého odseku (a to, °@ ¢ md&°e
nadobuda” hodnoty len od 1 po 9 je to cifra):

b|9|8] 7 | 6 | 5
c|5[6]07]18]29

Mame prvé 3 cifry mo®nych £isel, £0 boli na tabuli. Ku ka°dému z nich staf£i dopo£ita” poslednu tak, aby bolo delite©né
siedmimi a skontrolova’, £i zostane delite©né siedmimi, ajkea ho napi2zeme odzadu (pre istotu). fisla, ktoré boli napis ané
na tabuli st: 1953, 3864, 5705, 5775, 7616, 7686, 9520, 9528590 a 9597. Z tychto e2te musime vylU£i” £isla 9520 a 9590,
preto®e po obrateni poradia ci er nie su 2tvorciferné. Over enim zistime, % aj v2etky obratené £isla su delite©né sig@imimi.
Odpoven: fisla, ktoré mohli by” napisané na tabuli su 1953, 3864, 5705, 5775, 7616, 7686, 9527 a 9597.

Komentér: Véa£?ina z vas rie?ila tento priklad postupnym vypisovanim m o°nosti. Tento spdsob nie je principialne zly,
ale je zd’havy a ©ahko sa pri -om m@°te pomyli". Preto je v°dy lep2ie sna®’” sa najs” nejaka hlb2u pointu prikladu, ako

len bezhlavo vypisova” a ski2a” desiatky mo°nosti. Body sme strhavali najma za nevypisanie v2etkych mo°nosti. To, °e do
rie2enia napi2ete, °e ste ich vyskd2ali, nam nijako nemée d okaza’, e ste ich naozaj vyskuizali!

Priklad £. 9 (opravovala Niwka):

Ker%e trojuholnik ABC je rovnoramenny, tak musia péaty vy2ok na jeho ramena le®a” ro vnako vzdialené od vrcholov zakladne,
v tomto pripade Usefky AB . Takisto plati, °e uhly pri vrcholoch zdkladne rovnoramenn ého trojuholnika su rovnako ve©keé.
Z toho vyplyva, e priamka spajajlca paty vy2ok na ramena rov noramenného trojuholnika je rovnobe®na s priamkou, na ktor €]
le®i zéklad-a tohto trojuholnika Usefka AB .

Zo zadania vieme, % body K a L su prave patami vy2ok na ramena trojuholnika ABC . To znamena4, °e priamka, na ktorej
bude le®a” UsefkaAB , bude rovnobe®na s priamkou KL . Takisto vieme, °%e bod M le° na priamke AB, tak®e priamku AB
zostrojime ako priamku rovnobe®nud s priamkou KL , ktord zarove- prechddza bodom M . Priebe®ny nafrtok je na obrazku 15.

Keo% body K a L su patami kolmic trojuholnika ABC , tak s proti©ahlou stranou zvieraju pravy uhol. Teda trojuh olni-
ky AKB aALB su pravouhlé trojuholniky s preponou AB . Body K aL budi preto le°a” na Talesovej kru®nici nad Usefkou AB .
Jej stred sa nachadza v strede UsefkyAB , oznaEme si ho ako bodS. Aby sme mohli zostroji” Talesovu kru®nicu, musime
najprv najs” bod S. Keoe Usefky AB a KL su rovnobe®né a trojuholnik ABC je rovnoramenny, musia stredy tychto Usefiek
le°a” na jednej priamke, ktora je na obe tieto Usefky kolmd. Zostrojime si stred Usefky KL , oznaEme si ho ako bodO. Stred
Usefky AB , bod S, je potom prieseEnikom priamky AB a kolmice na priamky AB a KL , ktory prechadza bodom O.

Teraz si zostrojime spominant Téalesovu krutnicu. Jej stred sa nachadza v bodeS a jej polomer je rovny d™ke Use-
fiek SK a SL. Body A a B su prieseEnikmi priamky AB a zostrojenej Talesovej krulnice. ,al?i priebe®ny nafrt zo brazuje
obrazok 16.

Zostdva ndm u° len zostroji” bod C. Trojuholnik ABC mG°e by” pravouhly, ostrouhly alebo tupouhly. V pripade pra vouh-
Iého trojuholnika by péty vy2ok na ramena trojuholnika ABC leCali vo vrchole pri pravom uhle a teda body K a L by boli
toto®né, tak®e trojuholnik KLM by neexistoval, preto trojuholnik ABC neméCe by” pravouhly. Ostali nam teda nasledujuce
dve mo°nosti.
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Obrézok 15: prvy nafrt

Obrézok 16: druhy nafrt

Body K a L ako paty vy20ok na ramend trojuholnika ABC lefia na ramenach trojuholnika ABC , na UsefkdchAC a BC.
To znamena, e priamky AK a AC su totoné, rovnako su toto°né aj priamky BL a BC a prieseEnikom tychto priamok je prave
bod C. Tak® bod C dostaneme ako priese£nik priamokBL a AK .

Body K a L ako paty vy2ok na ramena trojuholnika ABC leia na priamkach, ktorym patria ramena trojuholnika ABC ,
teda na priamkach AC a BC, ale mimo UsefiekAC a BC. To znamena, °e priamky AL a AC su toto°né, rovnako su toto°né aj
priamky BK a BC a prieseEnikom tychto priamok je prave bod C. Tak°e bod C dostaneme ako priese£nik priamokAL a BK .
Odpover: Z uvedeného rie2enia vyplyva, °e existuju prave tieto dva na mi zostrojené trojuholniky ABC . Rie2enia su na ob-
rdzkoch 17 a 18.

Komentar:  Mnohi z v4s na?li iba jedno rie2enie tohto prikladu a k tomu uv iedli, °e existuje iba jeden trojuholnik ABC,
za £0 2lo zopar bodov dolu. Takisto sa strhavali body za nejaké malé nejasnosti v postupe, napriklad keo ste nevysvetlili prefo
su priamky AB a KL rovnobe®né a podobne.

Prémia (opravovali %cubka, Monifka, Tinka):

Zadanie: Janko ma 3 modré, 3 °lté a 3 £ervené 2tvorEeky. Vytvoril z nich ve©ky 2tvorec, ktory mal rozmery 3 3. Vymyslel
si pravidlo, pod©a ktorého sa nem6°u?2 2tvorfeky rovnakej farby dotyka™ stranou. Najdite v2etky r ie2enia.

Rie2enie: Najprv si nakreslime 2tvorec s rozmermi 3 3 a ofislujeme polifka (obrazok 19.)

Chceme zisti” rozlo®enie farieb v 2tvorci, preto 2tvorec ot ofeny 090, 180, 270 stup-ov budeme zatia©

Tymito dvomi kritériami sa budeme zaobera” a® neskor.

Najskér zistime, ako vieme ulo®” 3 2tvor£eky jednej farby, aby sa navzdjom polifka nedotykali . Tuto prvu farbu si nazveme
A-farba. Pre lep2iu predstavivos™ si skaste kresli” jednot livé 2tvorce. M6°u nasta’ nasledovné pripady jej ulo®enia v zh©adom
na 2tvorec.

Jeden zo 2tvorfekov bude v strede (poli£ko5). Zvy2né dva nesmui by  na stranach. Musia sa teda nachadza” v rohoch,
buz susednych (napr. 1 a 3) alebo oproti sebe (napr. 1 a9).
V osal?2ich moPnostiach u® Ciadny 2tvor£ek s A-farbou nebude v strede. Postupne vyskli2ame sal?ie mo°nosti pod©a po£tu
2tvor£ekov s A-farobu v rohoch.
V rohoch budu v2etky tri 2tvorEeky (napr. 1, 3a9).
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Obrézok 17: Ostrouhly trojuholnik ABC

V rohoch budu dva 2tvorfeky. Aby treti nebol v strede, musia t ieto dva by” ved©a seba (napr. 1 a 3) a treti na proti©ahlej
strane (poliko 8).
V rohoch bude jeden 2tvor£ek (napr. 1). Zvy2né dva nesmu by” ani v rohoch, ani v strede a ani na polifkach 2, 4.
Zostavaju nam jediné dve miesta, £i° ucelena trojica vyzera takto 1, 6 a 8.
V rohoch nebude °iaden 2tvorfek. V2etky tri sa teda nachadza ju na stranach 2tvorca (napr. 2, 4 a 6).
Samozrejme ka°dl z tychto mo®nosti m6°me pootad£a” do zvy2ny ch troch smerov. Samozrejme ka°du z tychto mo°nosti mé°eme
pootafa” do zvy2nych troch smerov.
Do v2etkych obrazkov ideme doplni” zvy2né dve farby. Druhl f arbu si nazveme B-farba a tretiu C-farba.
A-farba je na 1, 5, 9. Farbu B (je jedno, ktora zo zvy2nych dvoch to bude) si ulo®im e napriklad na 2. Susedné pole3 musi
by farbou C. S nim zospodu susedi pole6, ktoré musime oznaf£i” B. Na druhej polovici to bude vyzera” p odobne, ro°né
poliko jednej farby, susedné dve druhej farby. Vzh©adom napo£et pouCitych farieb je jasné, °e B-farba bude na poli 7 a
C-farba na poliach 4 a 8. Toto rozlo®enie pova®ujeme za prvi mo°nos’.
A-farba je na 1, 3, 5. Postupujeme ve©mi podobne ako v predo?ej mo°nosti. B dame napriklad na 8. Susedné polifka
7 a 9 musia ma’ C-farbu. Nad nimi su prazdne polifka, ktoré nesmua by” zafarbené na C, tak®e nam pre ne ostava len
farba B. Posledné vo©né polifk® bude urfite C-farby. Toto rozloenie povaujeme za druhd mo °nos’.
A-farba je na 1, 3, 9. Farbu B dame do stredu. Zvy2né dva 2tvor£eky nesmu by” na pol iach 2, 4,

Obrézok 18: Tupouhly trojuholnik ABC
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Obrézok 19: ofislovanie polifok

Tato mo°nos” nema rie2enie.
A-farba je na 1, 3, 8. Stredné polifko nafarime na B-farbu. Ako sme spomenuli v predchadzajicom bode,
A-farba je na 1, 3, 8. Stredné politko nafarbime na B-farbu. Ako sme spomenuli v predchadzajucom bode, zvy2né
dva 2tvorce musia by v rohoch. Jediné vo©né rohy su7 a 9. Zvy2né tri polifka: 2, 4 a 6 budud C. Porovnajme tato
mo°nos” s druhym rie2enim. Po kratkom poh©ade vidime, °e po ato£eni o 180 stup-ov a vymene farieb vznikne ten isty
obrazok.
A-farba je na 1, 6, 8. Do stredu dame B. Susediace prazdne polia2 a 4 budu urfite C-farby. S nimi susediace rohy 3 a 7
musia by” znova B. Na posledné polifko 9 nam ostalo u® len C. TGto mo°nos” porovname s prvym rie2enim. Opa” je to
to isté, len sa vymenili farby a 2tvorec je otofeny o 90 stup-ov.
A-farba je na 2, 4, 6. Pole 8 zafarbime na B. Okolo 8 su 3 prazdne polia, ktoré musime zafarbi” na C-farbu. Pre zvy2né
polifka 1 a 3 n4dm ostala B-farba. Tato mo°nos” je znova ta ist4 ako druhé ri e2enie.

Zistili sme, e existuju len dve usporiadania(20,21)

Obréazok 20: 1.rie2enie

Obréazok 21: 2.rie2enie

Ostava ndm len vypo£ita’, ko©ko mao°nosti vznikne vymenou farieb a otdfanim. najprv si zistime pofet kombinacii farieb
modrej, °ltej a £ervenej, ktoré doplnime namiesto A-farba,

B-farba a C-farba. Farbou A m@° by hociktora z nich, teda ma me tri mo®nosti. Farbou B m&°u by” potom u® len zvy2né
2 farby, lebo jednu sme uz pou‘ili, teda ku ka°dej z tych troch m o°nosti mame dve. To znamen4, °@ mame3 2 =6 mo°nosti
zameny farieb. No a zvy2na farba bude C-farbou, teda sa ndm pofet mo°nosti nijak nezmeni.

NaZe 2 rie2enia teraz mé°eme vynasobi” 2iestimi: 2 6 =12, £im nam vzniklo 12 réznych 2tvorcov. Vezmeme si najprv tych
2es’, ktoré vznikli zdmenou farieb z prvého rie2enia. Vidim e, °e jedna uhlopriefka je vytvorena jednou farbou. Po otofeni
0 90 stup-ov dostaneme rbzne 2tvorce, vytvori sa druha uhloprie £ka. ALE ken to otof£ime o ©mal2ich 90 stup-ov, uhlopriefka
sa vrati na pévodne miesto, zmenila sa poloha B a C-farieb. ALE keo to oto£ime o maltich 90 stup-ov, uhlopriefka sa vrati
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na pévodné miesto, zmenila sa poloha B a C-farieb. Nako©ko méne zahrnutl u® aj vymenu farieb, tieto 2tvorce budd rovnaké
ako pbvodné. Otadf£anim prvého rie2enia vieme vytvori” len 12 navzajom rdznych 2tvorcov.

Teraz si zoberieme tych 2es’, ktoré vznikli zamenou farieb z druhého rie2enia. Po oto£eni 090, 180, 270 stup-ov dostavame
vedy navzajom rdzne 2tvorce, lebo poloha troch 2tvor£ekov ©ubovo©nej farby sa po ©ubovo©nom otofeni nikdy neopakuje.
Ot4£anim druhého rie2enia vieme vytvori” 24 navzajom rdzny ch 2tvorcov.

Spo£itame 2tvorce z prvého a druhého rie2enia: 12 +24 = 36.

Odpover: Janko mohol najs” 36 roznych 2tvorcov.

Komentér:  Tento priklad bol celkom “a’ky. Ti z vas, ktori nemali sprdvn e zadanie, nemohli ziska" viac ako 2 bodiky, aj
to len v pripade, °e va2a Uloha mala rie2enie a vy ste ho na?li. Ti, ktori poslali len zadanie dostali 1 bodik. Zvy?nym sme
udelovali body za najdenie tych dvoch usporiadani, za vymenu farieb a za spravne otafanie 2tvorca. Zvy2nym sme ude®©oval
body za najdenie tych dvoch usporiadani, za vymenu farieb a za spravne otafanie 2tvorca. Ak ste povaCovali oto£eny 2tvor ec
za ten isty, bolo to treba spomend’. Celkovo ste to zvladli ve ©mi dobre. Nezabldajte v?ak pisa” aj k takymto prikladom
postupy rie2enia! V pripade, °e nenajdete v2etky rie2enia, mé°te dosta’” ve©a bodov aj za postup. Dr°im palce aby ste sa
dostali na sustredkooo;)
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