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Vzorové rieSenia 1. kola zimnej série 2008/2009

Priklad &. 1 (opravovali Halucinka, Spiso):

Ahojte bubédikovia :). Zaénime tym, Ze si spocitame, aky obsah ma obdlznik. Obdlznik je rozmerov 2 x 4 policka, teda
obsah je 8 polic¢ok. Stvrtina z toho ma byt zafarbena, teda farbit budeme dve policka. TakZe naSa tloha sa meni na takuto:
Ako zafarbit prave dve policka z obdlznika, aby sa nedotykali stranou. Predstavme si teda nas obdlznik. Nech &irka je 4 a vyska
je 2. Teraz si ozname poli¢ka v prvom riadku A, B, C a D a v druhom riadku E, F, G a H.

A|B|C|D
E|F|G|H

Zamyslime sa najprv nad tym, kolko je moZnosti vyfarbenia dvoch lubovolngch poli¢ok obdlznika (aj takych, ktoré sa
dotykaju stranou). Davame si pozor, aby sme nevypisali ziadnu dvojicu poli¢ok dvakrat. Moznosti st takéto:

AB AC AD AE AF AG AH
BC BD BE BF BG BH
Cbh CE CF CG CH

DE DF DG DH

EF EG EH

FG FH

GH

Vsimnite si, Ze spoéitavame najprv vietky dvojice obsahujice policko A — tych je 7 (pretoze k policku A mame na vyber
7 druhych poli¢ok na zafarbenie). V dalsom vypisovani teda modzeme policko A uZ uplne vynechat. Pokracujeme dvojicami
s polickom B — a tam je zvySnych 6 moZnosti pre druhé policko (uz bez policka A). Pri policku C moZeme obmenit 5 druhych
policok, atd. A skutoc¢ne, vSetkych moZnosti vyberu dvoch poli¢ok z dsmich policok je 7+ 6 + 5+ 4 + 3 + 2 + 1. Takato uvaha
nam ulahéi pocitanie, a navySe si mdzeme byt isti, Ze sme na Ziadnu dvojicu nezabudli.

Spolu je teda vSetkych moznosti vyfarbenia prave dvoch poli¢ok obdlznika 28. Zamyslime sa teraz, ktoré z tych moznosti
nevyhovuju zadaniu, teda v ktorych sa policka dotykaju stranou. Su to tieto dvojice policok: AB, AE, BC, BF, CD, CG, DH,
EF, FG, GH.

Tychto moznosti je 10. Teda vyhovujtucich moZnosti zafarbenia je 28 — 10 = 18. Su to tieto dvojice policok: AC, AD, AF,
AG, AH, BD, BE, BG, BH, CE, CF, CH, DE, DF, DG, EG, EH, FH.

Odpoved: Ucastnikov olympiady na Havaji bolo 18.
Komentar: Vsetkym vam to iSlo velmi pekne. Niektori si mysleli, Ze len vypisanie 18-tich moZnosti je v poriadku, ale bolo
treba este odovodnit preco ich viac nejde. Za to sme strhavali bodik dva. Ale celkovo ste boli skveli. . .

Priklad &. 2 (opravovali Janka=), Gabika):

Podla zadania mame hladat také &isla, ktoré sa odpredu aj odzadu &itaju rovnako. Pre zaujimavost, takéto ¢isla nazyvame
palindromy.

K dispozicii mame pétkrat cifry 1, 2, 3, 4 aj 5 a tvorime 5 pétcifernych &isel, teda pouzijeme vSetky cifry. Najskor budeme
hladat najmensi mozny sicet, ktory modzeme dostat z tychto Cisel.

Aby sme dostali najmensi sti¢et, musime zratavat ¢o najmensie &isla, teda nase s¢itance musia zacinat ¢o najmensimi ciframi,
a ked'Ze su s¢itance podla zadania palindromické, musia rovnako najmensou ¢islicou aj konéit. Najmensia cifra z tych, ¢o méame
k dispozicii je 1 a mame ju 5-krat, teda ju moZeme pouzit na zafiatok a na koniec najviac dvoch &isel a jedna jednotka nam
eSte zostane.

Druhou najmensou cifrou je 2, rovnako ju moZeme pouzit na dve ¢isla a jedna nam zostane. Ostava nam eSte piate ¢islo,
ktoré potrebuje ¢o najmensiu prvi a poslednu cifru. Jednotky a dvojky nam uZ nezostali, preto bude zacinat trojkou.

Ostali nam teda jedna jednotka, jedna dvojka, tri trojky a péat Stvoriek a patiek. KedZze su vSetky poéty &islic neparne,
urcite sa kazda ¢islica bude nachadzat v strede nejakého ¢isla (lebo len tato ¢islica nemé svoj ,,zrkadlovy obraz®), a kedZe mame
pat ¢isel a pat roznych &islic, bude kazda v strede — na mieste stoviek — prave raz.

Je jedno, do ktorého z péatcifernych &isel ktora ¢islicu umiestnime, lebo v koneénom dosledku sa tieto &islice budu aj tak
s¢itavat a na poradi s¢itancov predsa nezalezi (100-(1+2+3+4+5) =100- (5+ 4+ 3+ 1+ 2) — hovorime o komutativnom
zékone).

Ostali nam teda dve trojky a Styri Stvorky a pétky, ktoré umiestnime na zvyS$né miesta — na miesta desiatok a tisicok —
tak, aby ¢isla boli palindromické. Na tom, do ktorého ¢isla ich umiestnime, nezalezi, kedZe znovu ich nakoniec s¢itame a kedze
umiestnenie v ramci ¢isla uz mame stanovené. Nezalezi nam teda pri vyslednom sucte, ¢i vytvorime &isla 14541 a 23332 alebo
13531 a 24342, sucet bude rovnaky.

Dostali sme napriklad &isla: 13131, 14241, 24342, 25452, 35553 alebo 14241, 15351, 25152, 24542, 33433 alebo rdzne iné,
ktoré davaja vzdy najmensi mozny sucet 112719.

Najvacsi sucet budeme hladat rovnakym spdsobom, lenZe na miesta desattisicok a jednotiek neuloZime ¢o najmensie &islice,
ale ¢o najvicsie — teda dve ¢isla budu zacinat a konéit patkou, dve Stvorkou a jedno trojkou. V strede ¢isel na mieste stoviek
budu éislice od 1 do 5 a zvySné Cislice rozdelime do CGisel na miesta desiatok a tisicok tak, aby boli ¢isla odzadu aj odpredu
rovnakeé.



Riesky — matematicky koreSpondenény seminar http://riesky.sk/

Vyjda nam napriklad cisla: 53535, 52425, 42324, 41214, 31113 alebo 53435, 51115, 41214, 42524, 32323 a pod.

Vsetky tieto ¢isla davajua siacet 220611, ¢o je aj najvacsi dosiahnutelny sucet.
Odpoved’: Vysledny sicet moze mat hodnotu najmenej 112719 a najviac 220611.
Komentar: Priklad vela z vés zvladlo, avSak nestaci poslat vysledok, treba podrobne popisat, ako ste sa k nemu dopracovali.
Zial, viaceri z vés nepochopili zadanie a zratavali 111114+112114+11311 atd. Vzhladom na to, Ze zadanie znelo inak, mohli ste
dostat body len za postup, ak bol vzhladom na vaSe ponatie zadania spravny. Za spravne pochopenie zadania a dobry vysledok
ste mohli dostat maximélne 3 body, za vysvetlenie, ako umiestiiujete prvé ¢islice, 2 body, a ak ste k tomu vysvetlili aj ¢o je
na mieste jednotiek, dostali ste dalsi bod. Ak ste vysvetlili, ako ste umiestiiovali zvysné ¢islice, dostali ste dalsie dva body a ak
ste si aj v8imli, Ze na poradi jednotlivych &slic medzi ¢islami nezalezi (teda je jedno, & vytvorime 15551 a 14341 alebo 15351 a
14541), dostali ste plus 2 body. ..

Priklad &. 3 (opravovali iFka, Marta K., Peto):

Najjednoduchsie ako zistit najmensi pocet figirok potrebny na dosiahnutie nejakého riadku je, Ze pojdeme odzadu. To

znamena, Ze na zaciatku budeme mat jednu figarku v trefom, Stvrtom alebo piatom riadku, podla toho kam sme figirku mali
dostat. Dalej budem s figiirkou skékat ,opacne®. To znamens, 7e figirka namiesto aby vyhodila nejaku ind figarku pri jej
preskoceni, tak sice bude skdkat rovnako ako normélne (o dve policka dopredu, dozadu, vpravo alebo vlavo), ale cez prazdne
policko a na tomto preskocenom policku vytvori nova figarku. Cielom je, aby sa vSetky figurky dostali do prvého a druhého
riadku, ¢ize do zaciatoCnej pozicie. Najmensi pocet figirok, ktory hladame, bude o jedno va¢si ako najmensi pocet takychto
skokov, pretoZe jednu figirku postavime na zaciatku (pred zacatim ,,opacného* skakania) a kazdym skokom jednu pridame.
A (okrem Gamce): V prvej ¢asti je na zaciatku jedna figirka v tretom riadku. Najrychlejsie sa moze figarka dostat do prvého
alebo druhého tak, ze preskoé¢i poli¢ko nad fiou v druhom riadku a teda sa dostane do prvého riadku a vytvori figirku v druhom
riadku. Vsetky figarky, ¢o si na pléne, st v prvom alebo v druhom riadku. Tuto poziciu mdZzeme povazovat za vychodziu.
Najmensi pocet skokov je jeden, pretoze bez pohnutia sa do vychodzej pozicie nedostaneme. A teda najmensi pocet figirok
na to, aby sa aspon jedna figurka dostala do tretieho riadku je dva.

1
2.
3. M)
4

Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3 Obr. 4

Obrazok 1: Obrazky k 3A

V druhej Casti je na zaciatku jedna figurka v Stvrtom riadku (Obrazok 1/Obr.1). Tato figirka sa moZze dostat najvyssie
do druhého riadku a to tak, Zze presko¢i policko nad sebou v tretom riadku — jedna figurka je v druhom a jedna v tretom riadku
(Obrazok 1/0br.2). Ak by prva figurka skdkala do strany alebo dozadu, vytvorila by novia figurku v Stvrtom alebo piatom
riadku a to by uréite nebola lepSia pozicia ako teraz.

7 tejto pozicie sa do vychodzej na jeden skok nedostaneme. Ale moZeme to skusit na dva. Figirku, ¢o je v druhom riadku
potrebujem dostat pre¢, aby figurka, ¢o je v trefom riadku mohla sko¢it do prvého. To spravime tak, Ze figurka v druhom riadku
presko&i vpravo alebo vlavo, stale v druhom riadku, a vytvori tak novu figirku na preskocenom policku (Obrazok 1/Obr.3).

Teraz uz stadi, aby figurka z tretieho riadku preskocila poli¢ko nad sebou v druhom riadku a tym sa dostala do prvého riadku
(Obrazok 1/0Obr.4). Takze figirka sa dostala do prvého riadku a vytvorila figirku v druhom riadku. Teraz mame uz vSetky
figarky v prvom alebo v druhom riadku. Najmensi pocet skokov bol tri a teda najmensi pocet figirok potrebnych na to, aby sa
aspon jedna figurka dostala do $tvrtého riadku, je Styri.
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Obréazok 2: Obrazky k 3B

B (pre Gaméu): Na zaciatku mame jednu figurku v piatom riadku (Obrazok 2/Obr.1). Tato figirka sa nemoze dostat na jeden
skok do prvého alebo druhého riadku, preto sa musime snazit dostat ju aspon ¢o najblizSie k tymto dvom radom. Figurka 1
v piatom riadku presko&i volné poli¢ko nad fiou v §tvrtom riadku, ¢im sa dostane do tretieho riadku a vytvori figurku 2 v §tvrtom
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riadku. Ak by prva figurka skdkala do strany alebo dozadu, vytvorila by novu figarku v piatom alebo Siestom riadku, ¢o je
viditelne horsia pozicia ako tato nasa(Obrazok 2/0br.2). Toto je jednozna¢ny prvy skok (ked skaceme ,odzadu’).

Figtrkou 1 sko¢ime hore do prvého riadku a vytvorime figarku 3 (Obrazok 2/0Obr.3). Figurka 2 v stvrtom riadku sa dokaze
aj spolu so vSetkymi fiou vytvorenymi figirkami dostat do vychodzej pozicie na tri skoky. Vysvetlenie si mozete precitat v casti
3A.

To vSak pre nu musime urobit priestor. Tu nastavaji dve moznosti.

Prva moznost je sko€it s figtirkami 1 a 3 do strany a tak sice vytvorit az dalsie dve figtirky (4 a 5), ale uz budt vSetky okrem
druhej figurky v prvom alebo druhom riadku a figiirka 2 to uz zvladne na spominané tri kroky (Obréazok 2/Obr.4).

Takze by sme spravili 1 4+ 3 + 3 = 7 skokov, aby sme dostali figurky do vychodzej pozicie.

Druha moznost je, ze uhneme do strany iba s figirkou 3 a figirku 1 nechame tam kde je (Obrazok 2/Obr.5). Vytvorenej
figirke dame ¢&islo 6, nech sa nam nemyli s tymi predchadzajacimi. V takejto pozicii vSak nevieme dostat zvy$né figurky
do vychodzej pozicie na 3 skoky, ale iba na 4. (Obrazok 2/Obr.6, 7 a 8).

Pri oboch moZnostiach sme potrebovali 7 skokov a teda je nutné pouzit najmenej 8 figurok.

Odpoved’: Aby sa aspon 1 figurka dostala do tretieho riadku st potrebné dve figirky, do stvrtého riadku 4 figurky a do piateho
riadku je potrebnych 8 figirok.

Komentar: Priklad bol na prvy pohlad jednoduchy, ale pozor, napisat iba rieSenie nestaci. Aby ste ziskali 10 bodov bolo
nutné vysvetlit, preco sa to neda vyriesit aj s mensim poctom figurok, alebo aspon nejako popisat ako ste umiesthovali figiurky
a preco. Za takéto vysvetlenie sme pridavali 2 az 3 body. Za spravne rieSenie ste mohli ziskat 4 body a za pekny obrézkovy a
slovny postup skékania figarok ste mohli ziskat najviac 3 body podla toho, ako to bolo prehladné. Chceli by sme vas upozornit,
ze vysledok naozaj nie je vSetko. SnaZte sa pisat vSetky vaSe myslienkové postupy, nech vieme, ako ste na to isli. Zelame vela
pocitacej nalady.

Priklad &. 4 (opravovali Danielka, Marek):

Cislo ab si mozeme rozpisat ako 10a + b. Podobne postupujeme aj pri &isle ba. Cize rovnicu zo zadania ab — ba = 22 si
mozeme napisat ako (10a 4 b) — (10b + a) = x>

Tito rovnicu si nasledovne upravime:

V]

(10a +b) — (10b+a) = =
10a+b—10b—a = 2°
9a—9b = z°

9-(a—b) = 2

Pod'me sa teraz pozriet, ako sa bude spravat rozdiel (a — b). Vieme, Ze plati a # b, pretoze potom by sa ab —ba = 0 a 0
nie je druhou mocninou Ziadneho prirodzeného &isla. Ak rozdiel medzi a a b bude 1, tak celkovy rozdiel medzi ab — ba bude
9. Podobne, ak rozdiel medzi a a b bude 2, tak celkovy rozdiel bude 18 a tak dalej...Z predchadzajtcej Gvahy a zaroven aj
7 rovnice 9 - (a — b) = x? zistime, %e 2> bude vZdy nasobkom &isla 9.

Teraz si vypiSeme moznosti pre z2: 1,4,9,16, 25,36, 49, 64, 81. Vidime, 7e iba &isla 9,36 a 81 su delitelné &slom 9.

Pre 2? = 9 si vytvorime tabulku (tabulka 1), pricom vieme, Ze rozdiel a—b bude 1. To nam déava 8 vyhovujicich dvojcifernych
Cisel. Taktiez pre 22 = 36 si moZeme vytvorit tabulku (tabulka 2), ale v tomto pripade je rozdiel a — b rovny 4. To je dalsich
5 vyhovujucich dvojcifernych ¢&isel.

a 2 3 4 5 6 7 8 9
b 1 2 3 4 5 6 7 8
ab—ba 21 —12 32—-23 43-34 54—-45 65-56 T6—67 87—78 98—89

Tabulka 1: Pre 22 =9

a 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5
ab—ba 51—15 62—26 73—37 84—48 95—59

Tabulka 2: Pre 22 = 36

Pre 22 = 81 by musel byt rozdiel a a b rovny 9 a to je mozné jedine vtedy, ak a =9 a b = 0. LenZe 0 nie je prirodzené &islo
a sucasne by to nesplialo ani dalsiu podmienku, ktora vravi, Ze ab — ba ma byt rozdiel dvoch dvojcifernych &isel, o 90 — 9 = 81
nie je.
Odpoved’: Takychto ¢isel existuje 13.
Komentar: Vidsinou ste na to isli dobre, niekedy vSak nebol dostato¢ny postup. Napisat, Ze ste skisali, alebo napisat dokonca
len vysledok nestac¢i. Inak vam priklad nerobil velmi velké problémy. Niektori z vas povaZovali aj nulu za prirodzené ¢islo, ¢im
vam vyslo viac moznosti, ktoré neboli spravne.
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Priklad &. 5 (opravovali Majak, Cigo, Vosus):

Za¢nime napriklad Benovym vyrokom. Tvrdi: ,Vidim Styri ¢ervené Ciapky.“. Predpokladajme, Ze by Ben mal ¢ervenu
Ziapku (teda hovoril pravdu). Potom by aj vSetci ostatni museli hovorit pravdu. Lenze Dean tvrdi, Ze vidi $tyri modré &iapky,
¢o v tomto pripade nemoze. KedZe Dean by mal Eervena ¢iapku a klamal by, tak tato moznost nie je spravna, a Ben bude mat
modru ¢iapku.

Pokial by Dean hovoril pravdu, tak by vSetci ostatni klamali a mali modru &apku. LenZe v tomto pripade by hovoril Alex
pravdu (lebo by videl ,,. .. tri modré a jednu ervenu Eiapku.), teda tato moznost tieZ nemoze nastat. Z toho vyplyva, Ze Dean
musi klamat.

V tomto momente uz vieme o dvoch chlapcoch, Ze maju uréite modré ¢iapky. Caspar tvrdi: ,,Vidim jednu modru a tri ¢ervené
ciapky.“ Z toho je vidiet, Ze aj on klame, pretoZze uz musi vidiet aspon dve modré. Caspar méa teda tiez modru ¢iapku.

Zamerajme sa teraz na Alexa. Ako prvé predpokladajme, Zze by Alex mal modra ¢iapku, teda klamal. V tom pripade jeho
vyrok musi byt nepravdivy. To znamené, Ze nesmie vidiet tri modré a jednu ¢ervenu ¢iapku. KedZe uZ o troch modrych ¢iapkach
vieme, tak aby naozaj klamal, tak by musel aj Evan mat modra ¢iapku. V tom pripade by v8etkych péat chlapcov malo modré
¢iapky. Tu ale nastéva problém, pretoze Deanova veta by sa stala pravdivou, a teda by nemohol mat modru ¢iapku. Preto Alex
nemoze mat modra Giapku.

Vyskasajme druhtt moZnost, nech méa Alex Cervenu ¢iapku a hovori pravdu. Potom z jeho vyroku vyplyva, Ze eSte niekto
musi mat ¢ervend ¢iapku. Tym niekym je na§ ml¢anlivy Evan.

Podarilo sa ndm najst jediné rieSenie. Jeho platnost vieme overit aj tak, Ze si prejdeme vSetky vyroky. Iné rieSenie neexistuje,
pretoZe sme nas$im sposobom iné moznosti rozloZenia ¢iapok zavrhli.

Odpoved: Uloha m4 jedno rieSenie, a to, ze Alex a Evan maju ervenu &iapku a Ben, Caspar a Dean maji modra &iapku.
Komentar: Najcastejsia chyba, ktoru ste robili, bola uspokojenie sa s prvym najdenym rieSenim. Problém je v tom, Ze tym by
ste mohli nenajst d'alsie riesenia, ktoré by sa mohli ukryvat v moZnostiach, na ktoré ste zabudli. Teda ak méate nejaky postup,
ktorym to robite, treba to vzdy dotiahnut az do konca, aby ste ukézali, Ze ste naoza]j nasli vietko. To plati aj pre rieSenia riesené
vypisanim vSetkych moZnosti. Dalej v zadani sa nepiSe, Ze aspon niekto musi mat modru alebo ¢ervenu ¢iapku — pokojne by
vSetci mohli mat jednej farby. A teraz par slov k bodovaniu. Za samotna spravnu odpoved ste mohli ziskat dva body. Zvysnych
osem bol za postup. Podla zavaZznosti jednotlivych chyb ste z tychto 6smich bodov zas nejaké stratili. Asi najhorsie dopadli ti,
¢o celkom nepochopili zadanie. Dobra rada do budicnosti — napiste radSej viac ako menej, pretoze v niektorych pripadoch sa
vobec nedalo prist na to, ¢o tou ktorou vetou autor myslel.

Priklad &. 6 (opravovali MiSo, Jan¢o, Monéa):

Aby sme dokazali vypoéitat obsah péatuholnika ABC D E, musime ho rozdelit na atvary, ktorych obsah vypocitat vieme a tiez
uréit velkosti stran, ktoré zatial presne nepozname. Na zaciatku si rozdelime tento patuholnik na dva utvary tak, Ze spojime
body B a E (Pozeraj obrazok 3). Vznikne trojuholnik ABFE a $tvoruholnik BCDE. Trojuholnik ABFE je rovnoramenny, pretoze
jeho dve strany, AB a AFE, st rovnako dlhé, ¢o vieme zo zadania. Z rovnoramennosti vyplyva, Ze uhly pri jeho zakladni (< ABE
a YAEB) st rovnaké. Ozna&ime si tieto rovnako velké uhly ako @ a o’ a uhly SCBE a <DEB ako (3 a 8'. Zo zadania dalej
vieme, Ze aj uhly XABC a <*DEA maja rovnaka velkost, 90°. Preto plati:

|[¥ABC|—a = |¥DEA| - o

Pritom na obrazku vidime:
|$ABC| - o =8
|4DEA| - o' =4

Z toho vyplyva, ze 3 = f3'.

Obrazok 3: Piattuholnik

Stvoruholnik BCDE mé dva a dva susedné uhly rovnaké (okrem 3 a 3’ st tam podla zadania rovnaké uhly pri vrcholoch C'
a D). To je charakteristické pre rovnoramenny lichobeznik. Aj preto sa strany BE a C'D rovnobezné. Rovnobeznost by sa dala
ukéazat aj pomocou stactu vnatornych uhlov v $tvoruholniku (to je 360°). Uhly pri vrcholoch D a E davaja dokopy 180° a teda
priamy uhol.
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V rovnoramennom lichobezniku st navyse strany BC' a DE rovnako dlhé. Vieme, Ze |CD| + |DE| = 1, preto dlzka oboch
tychto tseciek musi byt %
Teraz dokdZeme pomerne lahko vypocitat obsah trojuholnikov ABC a ADE, ktoré st zhodné na zaklade vety SUS. Obsah

oboch je % = i, teda spolu v sucte je to % Ostava nam uZz len vypocitat obsah trojuholnika ACD. Kedze BCDE je
rovnoramenny lichobeZnik s hlavnou zékladiiou BE a ABE je rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou BE, cely patuholnik
ABCDE je symetricky a trojuholnik AC'D je tiez rovnoramenny so zakladiiou C'D. Vyska na tuto zékladiiu je zaroven taznicou
a pita vysky stredom strany C'D. Teda plati: | ASC| = |<ASD| = 90° a podla vety SUS st trojuholniky AC'S a ASD zhodné.
Zaroveil, sa zhodné aj s trojuholnikmi ABC a ADE. Maju totiZ spolo¢nd stranu, pravy uhol, a pretoze |CD| = 1, maju tie
stranu dizky % Preto obsah kazdého z nich je i a spolu je to 4 - i =1.

Odpoved’: Obsah péatuholnika ABCDE je 1 plosna jednotka.

Komentar: Za ukazku, ze BC a DE st rovnako dlhé za pomoci rovnoramennosti AABE a zhodnosti uhlov ste mohli dostat
aZ 4 body. Za to, Ze ste presne vysvetlili, preco st vSetky trojuholniky zhodné, d'alsie Styri. Samozrejme, uznavali sme aj ak si
star$i z vas pomohli Pytagorovou vetou. No a dva bodiky boli za vysledok. Priklad bol dost naroény a navySe niektori z vas sa
prilis unahlili a ob¢as preskocili dolezité kroky a odvodenia. Ak si n to date v budicnosti pozor, urc¢ite sa budete Castejsie tesit
z plného po¢tu bodov za priklad.

Priklad &. 7 (opravovali Emil, Kozzy, Lubka, Tinka):

Prehladny sposob rieSenia, ale aj Citania tohto vzoraku, je postupné zapisovanie si vysledkov jednotlivych zépasov do
tabulky. Podla zadania ziskali Angli¢ania na turnaji 2 body. O jednom z nich vieme, Ze ho ziskali za remizu s Francizskom 1:1.
Kedze vo zvysnych dvoch zapasoch ziskali len 1 bod, museli eSte raz remizovat a raz prehrat. S Talianskom remizovat nemohli,
pretoze Taliansko na turnaji ani raz neremizovalo. TakZe druhti remizu (prva bola s Franctuzskom) museli uhrat s Nemeckom a
s Talianmi museli prehrat.

O Nemecku zo zadania vieme, Ze dvakrat prehralo a z toho raz to bolo s Talianskom 1:2. NavySe sme zistili, Ze s Talianmi
remizovali, z ¢oho vyplyva, Ze zvy$ny zapas Nemecka musi byt prehra s Franctuzskom.

Franctzi podla zadania dali na turnaji 2 goly, z toho jeden strelili Angli¢anom pri remize 1:1. Dalej sme zistili, ze vyhrali
nad Nemcami. KedZe im vSak mohli dat maximalne 1 gol, tento zapas sa musel skonéit 1:0. V dvoch zapasoch Franctuzov,
ktorych vysledky uz pozname, strelili Francuzi 2 goly a 1 dostali. Aby teda sedelo ich zadané skore 2:3, museli v trefom zapase,
ktory hrali proti Talianom, prehrat 0:2.

F A T N
b'd 1:1 | 0:2 | 1:0
1:1 X 1:2 | 0:0
2:0 | 2:1 X 2:1
0:1 | 0:0 | 1:2 X

Z|H| ==

Tabulka 3: Vysledky jednotlivych zapasov

Ked sc¢itame pocet golov, ktoré padli v zapasoch, ktorych vysledky uz pozname (zadané F:A,| N:T, zistené F:N, F:T), zistime,
Ze ich bolo 8. Ako vSak podla zadania vieme, na turnaji ich padlo spolu 11, ¢o znamena, Ze vo zvySnych dvoch zapasoch (A:T,
A:N) padli prave tri goly. V zapasoch Talianska proti Francizsku a Nemecku, dostali Taliani spolu 1 gol. Zo zadania vSak
vieme, Ze Taliani inkasovali na turnaji od stperov 2 goly, preto ten druhy museli dostat v zapase s Anglicanmi. Ako sme si
vSak uZ ukazali v prvom odseku, Angli¢ania museli s Talianmi prehrat a preto Taliani museli v tomto zapase dat aspon 2 goly.
Kedze vsak vieme, Ze v tomto zapase viac ako tri goly padnit nemohli, tak Taliani nemohli dat viac ako 2 goly a teda Taliansko
porazilo Anglicko 2:1.

Kedze v piatich zapasoch, ktorych vysledky uz pozname, padlo 11 goélov, tak v poslednom zépase Anglicko-Nemecko Ziadny
nepadol. TakZe sa zapas skoncil remizou 0:0.

Vysledky jednotlivych zapasov mame v tabulke 3.
Odpoved’: Pozri tabulku 4.

umiestnenie stat vitazstvd remizy prehry skore body
2. Francuzsko 1 1 1 2:3 3
3 Anglicko 0 1 2:3
1. Taliansko 3 0 0 6:2 6
4 Nemecko 0 1 2 1:3 1

Tabulka 4: Doplnené tabulka zo zadania

Komentar: Vidsina z vas, ¢o ste priklad riesili, ste ho vyriesili spravne. Aj ked niekolkym sa podarili preklepy vo vyslednej
tabulke. Za ne sme v8ak body nestrhavali. Niekolkym sme strhli bod za chybajiace vysvetlenie, pre¢o museli strelit Taliani
Angli¢anom iba 2 goly. Za chybajtci postup sme strhli 7 bodov. Ak ho mal niekto iba nekompletny, tak stratil prirodzene
menej bodov. Ak sa niekto dostal k nespravnemu vysledku, dostal 1 az 5 bodov podla toho, aka ¢ast postupu mal v poriadku.
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Priklad &. 8 (opravovali Zuzka, Juro, Palo):

A (okrem Gamée): Stvorec (obréazok 4) si oznacime ABCD, stred strany BC bude X, stred strany C'D nech je Y a prieseénik
aseGiek AX a BY oznacime N. Dlzku strany Stvorca si oznacime ako a. Uhol CBY oznaéime «, kedze uhol BCD je pravy
(ABCD je stvorec), tak |<CYB| = 90° — a. Trojuholniky ABX a BCY su zhodné (|AB| = |BC| = a, |BX| = |CY]| = &,
|xABX| = |¥BCY| = 90°), &ize plati |<CBY| = |¥BAX| = a a |[<CYB| = |¥BXA| = 90° — a. KedZe |[<CBY| = « a
|[XXBA| = 90°, tak |[<NBA| = 90° — . |[XBNA| =180° — |<NBA|— |<BAN| = 180° — (90° — &) — & = 90°. Do obrazka
si teraz dokreslime rovnobezku s tuse¢kou Y B, ktora prechadza bodom D. Priese¢nik tejto rovnobezky a strany Stvorca AB
ozna¢ime L. Kedze YB a DL su rovnobezky, tak |[YANB| = |SAKL| = 90°. Vieme, Ze |DY| = &, DC = AB (strany
Stvorca) a Y'B = DL, takze bude platit, ze |LB| = %. Kedze YB = DL, tak |4YBA| = |[XDLA| = 90° — « (striedavé uhly).
Este dokreslime taku rovnobezku s useckou AX, ktora bude prechadzat bodom L, jej priese¢nik s tseckou Y B oznacime M.
| XX AB| = |<MLB| = «a (striedavé uhly).

D a2 Y al2 C

A al2 L al2 B

Obrazok 4: NA&S stvorec

Ked sa na obrazok lepsie pozrieme, tak hned odhalime tri zhodné trojuholniky a to BXN, LBM, ALK (vsetky tieto
trojuholniky majt zakladiu rovni § a rovnaké uhly). Vsimnite si, ze Stvoruholnik K LMN je vlastne obdizik a jeho strany
maja rovnaka dizku ako odvesny nagich troch zhodnych trojuholnikov. Cize keby sme ho rozdelili uhloprie¢kou (napr. K M)
napoly, tak by sme dostali dalsie dva trojuholniky, ktoré si zhodné s trojuholnikom BXN (¢iZze maji aj rovnaky obsah).
TakZe trojuholnik X AB sme rozdelili na 5 zhodnych trojuholnikov,jeden z nich je biely a Styri st vysrafované. KedZe obsah
trojuholnika ABX je rovny i obsahu Stvorca (% = ‘14—2) a skladé sa z piatich zhodnych malych trojuholnikov, tak cely
Stvorec by mal obsah ako 20 malych trojuholnikov. Vieme, Ze trojuholnik CBY je zhodny s trojuholnikom BAX, takze obsah
stvoruholnika CX NY je rovny Stvornasobku obsahu trojuholnika X BN, tento Stvoruholnik je cely vysrafovany.

Cize celkovo je vysrafovanych 8 trojuholnikov z 20, takze 8 trojuholnikov je vyzrafovanych a 12 je bielych. (Este pripominam,

Ze vSetky tieto trojuholniky maja rovnaky obsah, difam, Ze ste nezabudli.) TakZe pomer obsahov vySrafovanej a bielej Casti je
8 _ 2

2~ 3"
Odpoved: Pomer vyfarbenej a nevyfarbenej ¢asti stvorca je 2:3

B (pre Gaméu): Vieme, Ze jedna zo zakladni lichobeznika (obrazok 5 je 2krat vicsia ako druha. Ulohu si teda rozdelime na
dve Casti.

1. &ast: Ak |AB| =2|DC|

Pod drobnohlad si najskor zoberieme trojuholnik ABC. Bod P lezi v strede strany AB, ¢ize CP musi byt taZznicou (spaja
vrchol a stred protilahlej strany trojuholnika). Bod @ leZi v strede strany BC, ¢ize aj AQ je taznicou trojuholnika. Priese¢nik
tychto taZnic si oznac¢ime T — ano, je to tazisko trojuholnika ABC. Este si do obrazka dokreslime poslednii taZznicu trojuholnika
a stred strany AC si oznac¢ime R.

Teraz vyuZijeme vlastnost taznic, ktorti nas v kole isto naudili (no ale i tak si to mozete skusit dokazat, je to velmi
jednoduché. Skuste pouvaZzovat nad tym, ktoré trojuholniky maji rovnaky obsah.) a to, Ze taZznice rozdeluja trojuholnik na
Sest Casti s rovnakym obsahom. Tento obsah si ozna¢ime S. TakZze obsah Sedych ¢asti je spolu rovny 2S a obsah bielych ¢asti
v trojuholniku ABC' je rovny 4 - S.

Trojuholnik ABC ma dvakrat vacsi obsah ako trojuholnik DC A, pretoze zédkladna AB je dvakrat vicsia ako zakladha CD
druhého trojuholnika a vysky v tychto trojuholnikoch st rovnako dlhé (kedze ABCD je lichobeznik, tak AB je rovnobeZné s
DC). KedZze mal trojuholnik ABC obsah 6- S, tak trojuholnik C DA bude mat obsah 3 -.S (eSte pre istotu si pripomenieme, Ze
cely trojuholnik CDA je biely).
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A a P a B

Obrazok 5: ...uz viem, predsa lichobeznik

Tak a teraz vypocitame pomer obsahu Sedej a bielej ¢asti lichobeZnika:

2.5 2

4.-S+3-8 7
2. ¢ast: Ak 2|AB|=|DC|
V tomto pripade postupujeme podobne ako v prvom. No rozdiel nastane, ked sa snazime porovnat obsahy trojuholnikov ABC
a CDA. KedZe teraz 2|AB| = |DC], tak obsah trojuholnika je dvakrat vdacsi ako obsah trojuholnika ABC. Trojuholnik ABC
m4 obsah 6 - S, teda trojuholnik CDA bude mat obsah 12 - S (pre istotu si znova pripomenieme, Ze cely trojuholnik CDA je
biely).
Nakoniec vypocitame pomer obsahu Sedej a bielej ¢asti lichobeznika:

2.8 1
4-S+12-58 8

Odpoved: Pomer vyfarbenej a nevyfarbenej ¢asti lichobeznika je 2:7 (Ak |AB| = 2|DCY) alebo 1:8 (Ak 2|AB| = |DC]).
Komentar: Tuato tlohu ste zvladli pomerne dobre, no skutoéne tzasnych 10 bodovych rieSeni bolo len par. V priklade 8B sme
za Uplne spravne vyriesenie prvej ¢asti davali 6 bodov a za vyriesenie druhej ¢asti 3 body (A to preto, Ze tlohy boli postupom
rieSenia velmi podobné, takZe ked ste vypocitali prvi ¢ast, druha by ste uz mali zvladnut Tahko. No nasli sa aj taki, ktori
druha ast neriesili.) Za po&itanie pomeru obsahu vyfarbenej ¢asti a celého lichobeznika sme strhavali 1 bod. Za nedostatoéné
zdovodnenie toho, Ze trojuholnik C' DA mé4 poloviény (resp. dvojnasobny) obsah ako ABC 1 aZz 2 body. Pri opravovani prikladu
8B sme ku kazdému rieSeniu pristupovali individualne, ked'Ze ich bolo tak malo. ...

Priklad & 9 (opravovali Natali, Sasho):

Prvé, ¢o si musime uvedomit je, ze body P,Q, R leZia na kruznici opisanej trojuholniku ABC. (Pozeraj na obrazok ?7)
Trom bodom P,Q, R vieme opisat iba jednu kruZnicu. Preto kruZnica opisanéd trojuholniku PQR je ta ista ako spominana
opisana kruznica trojuholniku ABC.

Zopakujme si, ¢o eSte vieme o bodoch P, Q, R zo zadania:

e P ma lezat na priamke vysky na stranu AB

e () ma lezat na priamke osi uhla pri vrchole C'

e R ma lezat na priamke taZnice na stranu AB

V nasom dalsom postupe bude skryty navod, ako zostrojit trojuholnik ABC.

Pomocou osi stran trojuholnika PQR najdeme stred S kruZnice k opisanej trojuholnikom PQR aj ABC. Vieme, Ze body
A, B, C lezia niekde na tejto kruznici.

Priamka CQ je os uhla pri vrchole C, a teda velkost uhla ACQ je rovna velkosti uhla BCQ. Z pomodcky v zadani teda
vieme, ze plati AQ = BQ. Trojuholnik ABQ je teda rovnoramenny.

V rovnoramennom trojuholniku prechadza os zakladne tretim vrcholom, ¢ize os tsecky AB prechadza bodom Q. Body A, B
leZia na kruznici k, takze os tsecky AB prechddza aj stredom S. Z toho vidime, Ze priamka SQ musi byt os AB a teda je na nu
kolméa. Vieme, Ze aj vyska z bodu C' (priamka CP) je kolmé na AB, takZe priamky SQ a CP st rovnobezné. Spravime si teda
rovnobezku s SQ prechadzajiucu bodom P. Tam, kde tato priamka pretne kruznicu k spravime bod C.

Vieme, Ze taZnica z bodu C' prechadza stredom strany AB, teda stred strany AB lezi na priamke CR. KedZe priamka SQ
je osou usecky AB, stred strany AB lezi tieZ niekde na priamke SQ. Vieme ho teda zostrojit ako prienik priamok SQ a CR.
Strana AB je kolma na priamku C'P, teda ked spravime kolmicu na C'P cez najdeny stred strany AB, miesta kde nam tato
kolmica pretne kruznicu k st body AB. Méame trojuholnik ABC.

Komentar: I ked je pravda, Ze zadanie znelo troska hrozivo, stacilo nad tym prikladom len chvilku posediet a vela z vas by
sa dopracovalo k spravnemu rieSeniu. TaktieZ by sme chceli podotknut, Ze nemusite mat celé rieSenie na to, aby ste ho poslali.
Poslite to, na ¢o ste prisli. Preto piSete postupy, aby sme vam obodovali jednotlivé myS8lienky!
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Obrazok 6: Od bodov k trojuholniku. ..

Prémia (opravovali Danka, Ula):

Zadanie: Kus syra v tvare kocky je rozdeleny na 3 x 3 x 3 rovnakych malych kociek. My§ za¢ne jest rozna kocku. Po zjedeni
hociktorej malej kocky pokraduje s niektorou stenou prilahlou kockou. Je mozné, aby zjedla vSetkych 27 kociek a pritom ako
poslednii zjedla mala kocky v strede velkej kocky?

RiesSenie: Jednotlivé malé kocky si zafarbime na &ierno a bielo tak, aby kocky dotykajtce sa stenami boli roznych farieb. Teda
ked myska zje kocku bielej farby, nasledujica kocka, ktoru zje, bude ¢iernej farby, bez ohladu na to, ktorym smerom sa vyberie.

Obrazok 7: Zafarbené kocka rozkrojena na 3 poschodia

Na obréazku 7 vidite zafarbenie kocky, ktori sme pre lepsiu prehladnost rozkrojili na vSetky tri poschodia. Po zafarbeni sme
dostali 14 ¢iernych a 13 bielych kociek. Myska zacne jest ako prva roznu kocku. KedZe kocka je stredovo aj osovo stiimerné
teleso, nezalezi na tom, ktoru zo Styroch roznych kociek si vyberie ako zaciato¢na.

Syr pozostava z 27 malych kociek. Kocka, ktoru zje ako prvi, je ¢iernej farby. Druhé kocka je biela, tretia je ¢ierna, .. .dalej
sa to strieda az po 27-mu kocku. Vsimnime si, Ze kocky, ktorych poradové ¢isla stt neparne st ¢iernej farby a kocky, ktorych
poradové &isla st parne s bielej farby. Z toho vidime, Ze posledna kocka by mala byt tiez ¢ierna. Ale na obrazku je prave tato
stredova kocka (2.podlaZie v strede) biela. A preto tato tloha nemé riesenie.

Na zéaver sa eSte skisme zamysliet, ¢i sme ndhodou nespravili chybu. Napriklad, pokial by existovalo iné zafarbenie kociek,
v ktorom by rozné kocky mohli mat aj rozne farby, razom by naSe tvrdenie neplatilo. Ale prave vdaka symetrii velkej kocky
ni¢ také nenastane. Staci si skontrolovat, Ze v hornom podlazi rozné kocky musia byt vzdy rovnakej farby a uvedomit si, Ze
rovnako to bude aj v bo¢nych stenach a v spodnom podlazi. Vzdy sa teda dostaneme k takému zafarbeniu, ako je na obrazku.
A teda skutone nezalezi, z ktorého rohu zacne myska jest syr, prostrednou kockou skoncit nemoze.

Skuste porozmyslat, ¢i by existovalo rieSenie, keby myska nezacinala v rohu :).

Odpoved: Uloha nema4 riefenie.

Komentar: Vidsina z vas prisla na to, Ze rieSenie neexistuje. VaSe vysvetlenia v8ak aZ na par vynimiek neboli tiplne dotiahnuté
do konca. Odpovede, Ze ste skugali a nenasli rieSenie, nam Zial nestacili. Niektori ste sa z nepozornosti pomylili v obréazkoch alebo
v tvahéch a preto vam rieSenie vyslo. Bod ste od nas ziskali za spréavne rieSenie a d'alsich pat za vysvetlenie. Bodovali sme aj
kazdé spravne zistenie, ktoré ste napisali. Prajeme vela d'alsich uspechov a nezabudajte si vzdy priklad po sebe skontrolovat. . .



