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Vzorové rieSenia 2. kola zimnej série 2008/2009

Priklad &. 1 (opravoval Majak):
Zadanie hovori, Zze v dvoch ohradach (z troch) je spolu 187 koni. Musime teda preverit vSetky moZnosti, ktoré dve ohrady to
mozu byt.

1. Prva a druha ohrada. V nich je podla zadania dokopy 13 ¢ried. Ak méa 187 koni byt rovnomerne rozdelenych do trinéastich
Cried, tak na jednu pripada priblizne 187/23 = 8,13 koha. V ¢riede musi byt cely pocet koni, a preto tato moZznost nie je
spravna.

2. Druh4 a tretia ohrada. Podla zadania je v nich dokopy 10 &ried. V tomto pripade nam zasa na jednu ¢riedu pripadne
necely pocet koni a teda ani tato moznost nedéava Zziadny vysledok.

3. Prva a tretia ohrada. V nich je spolu 11 ¢ried. Na jednu ¢riedu pripada 187/11 = 17 koni. Tato moZnost vyhovuje
zadaniu, uZ nam stadi len vyratat poc¢ty koni v jednotlivych ohradach.

Odpoved’: V prvej ohrade je 7-17 = 119, v druhej 6 - 17 = 102 a v tretej 4 - 17 = 68 koni.

Komentar: S prikladom vi¢Sina z vas nemala najmensi problém, potesili ste ma :-). Najcastejsia chyba bola ta, Ze ste ani
jednou vetou nezddvodnili, prefo st moznosti s necelym delenim zlé. Tam ste mohli stratit jeden bod. Dalsi bod ste mohli
stratit pri nenapisani odpovede na otazku zo zadania. Zvys$né body vam odisli, ak ste nedostatoéne popisali postup, alebo ste
rieSenie nasli skuSanim. Na tom by ani nebolo ni¢ zlé, pokial by ste ukéazali, ze d'alej skuSat neméa zmysel, lebo iné rieSenie uz
nenajdete. Ak to totiZz nespravite, tak neukaZete Ze ste nasli v8etky riesenia, ¢o od vas vzdy chceme (Pokial nie je v zadani
napisané inak).

Priklad &. 2 (opravovali Jankaa, Lubka, Tinka): )
Chceme zo zapaliek postavit rovnostranny trojuholnik, so stranou dlzky 100 zapaliek.

1. Kolko zéapaliek na to potrebujeme?

2. Kol'ko malych trojuholni¢kov vytvorime?
Prvy krok: PomoZzeme si spoc¢itanim trojuholnickov (obrazok 1). Nemdzeme pocitat so vSetkymi, lebo susediace trojuholnicky
maja spolo¢né strany — zapalky. Ak vSak budeme pocitat len sivé, ktoré sa navzajom dotykaji rohmi, celkovy pocet zapaliek
bude trojnasobok ich poc¢tu.

Obrazok 1: sivé a biele trojuholnicky

Sivych trojuholni¢kov je v kazdom novom riadku o jeden trojuholni¢ek viac ako v predchadzajucom. V prvom je je-

den, v druhom sa dva, v trefom tri, vo Stvrtom Styri,..., v stom sto. Dohromady je potom pocet sivych trojuholnic-
kov 1+ 2+3+4+---+ 100. Pocet zapaliek je (1 +2 + 3 4+ 4+ --- + 100) - 3. Aby sme nemuseli zloZito postupne
sCitavat vSetky ¢isla, ratanie si zjednoduSime. Sparujeme najvicsie ¢islo s najmensim, predposledné s druhym,..., teda

[(100+1)+ (99 +2) + (98 +3) + (97 +4) +--- + (51 + 50)] - 3. V zatvorke je 50 dvojic &isel, pricom kazda dvojica déva sa-
Get 101. TakZe uz nam stadi vypoé&itat [101 - 50] - 3 = 5050 - 3 = 15150.

Odpoved’: Potrebujeme 15150 zapaliek.

Druhy krok: Uz vieme (z prvého kroku), Ze pocet sivych trojuholni¢kov je 5050. Ked chceme zistit, aky bude pocet vsetkych
trojuholnickov, sta¢i nam k poctu sivych trojuholnickov priratat pocet bielych. A aky bude pocet bielych trojuholnickov?
Opét je v novom riadku vzdy o jeden viac ako v riadku predchéddzajucom. V prvom teraz nie je ani jeden, v druhom jeden,
v trefom dva, vo Stvrtom tri,..., v stom ich potom bude devitdesiatdevat. Dohromady ich je potom 14+2+ 3+ 4+ --- 4 99.
A tento sucet bude presne o 100 mensi ako sucet 1 +2+4+3+4+---4+100. Takze 1 +2+3+4+---+ 99 = 5050 — 100 = 4950.
Pocet vSetkych trojuholnickov bude sucet poctu sivych a bielych, teda 5050 + 4950 = 10000.

Odpoved’: Vytvorime 10 000 malych trojuholnickov.

Komentar: Vela z vas druhy krok riesilo takto:

Trojuholnik s dvomi zapalkami na strane obsahuje 4 trojuholnicky= 2 - 2

Trojuholnik s tromi zapalkami na strane obsahuje 9 trojuholni¢kov= 3 -3

Trojuholnik so $tyrmi zapalkami na strane obsahuje 16 trojuholni¢kov= 4 - 4

Trojuholnik so sto zapalkami na strane bude obsahovat 10000 trojuholni¢kov= 100 - 100
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Tato uvaha je samozrejme spravna, ale vaSe rieSenie nedostalo plny pocet bodov, pokial ste nevysvetlili, preco to takto
funguje. A preco? Predstavme si Stvorec (obrazok 2). Pren plati pocet zdpaliek na strane x pocet zdpaliek na strane =
pocet Stvoréekov. Prepolenim $tvorca 100 - 100 vznikne trojuholnik (obrazok 3). Lenze tento trojuholnik sa nebude skladat
z trojuholni¢kov, ale zo Stvoréekov. TakZe eSte musime kazdy $tvoréek predelit na trojuholnicky (obrazok 4), ¢o znamena, Ze
pocet Gtvarov vo vnutri (8tvorcekov, trojuholnikov) sa nam zachova. TakZe pocet trojuholnickov dostaneme 100 - 100 = 10000.

Obrazok 2: stvorec Obrazok 3: predeleny Stvorec Obrazok 4: predelené malé stvorceky

Inak ste priklad velmi pekne zvladli. Za kazda cast ste mohli ziskat pat bodov. Tychto piat bodov, sme eSte rozdelili.
Dva body boli za vysledok a tri za postup. Takze aj pokial ste sa pomylili v séitavani &isel a nevySiel vam spravny vysledok,
stale ste mohli ziskat dost bodov. Z toho vyplyva, Ze postup sa pisat oplati. Drzime vam palce v d'alsom rieSeni.

Priklad &. 3 (opravovali Mon¢a, Ula):
Tento priklad ste mohli riesit dvoma sposobmi, ale. ..

Uvedomme si najprv, Ze staci, aby mala malé kocka natretd ¢o i len jednu stenu na to, aby sme ju povaZovali za natreti.
Vypisme si teda vsetky moznosti natretia velkej kocky do tabulky (tabulka 1) a ku kazdej pripisme, aky ttvar nam vytvoria
v8etky nenatreté kocky (jeho rozmery). Pri tvoreni tabulky myslime aj na to, ktoré steny velkej kocky st natreté. Niekedy
teda dostaneme viac moznosti, ako bude vyzerat utvar z nenatretych kociek.

Pocet natretych stien Rozmery atvar z nenatretych kociek

1 axax(a—1)
2 ax(a—1)x(a—1)
axax(a—2)
3 (a—1)x(a=1)x(a—1)
ax(a—1)x(a—2)
4 ax(a—2)x(a—2)
(a—1)x(a—1) % (a—2)
5 (a—1)x(a—2) X (a—2)
6 (a—2)x(a—2) % (a—2)

Tabulka 1: Natretia velkej kocky

Dve steny mozeme natriet dvojakym sposobom — dve protilahlé, alebo dve susediace (maja jednu hranu spolo¢ntl). Preto
méame dve moznosti ttvarov vytvorenych z nenatretych kociek. Tri steny mozeme taktiez natriet dvoma sposobmi. Okolo jedného
vrcholu, alebo dve protilahlé steny a akédkolvek medzi nimi. Ako moéZeme natriet Styri steny? Takto: Dve a dve protilahlé,
alebo dve protilahlé a dve susediace.

Vsimnime si, Zze vzniknuty nenatrety kvader moéze mat najmensiu stranu najviac o dve kocky mensiu, ako je strana povodnej
kocky. To v pripade, Ze natrieme dve protilahlé steny. Kocky pod tymito stenami vSak uz nemozno zafarbit. Preto najvacsi
mozny rozdiel dizok stran kvadra z nenatretych kociek st dve kocky (tj. rozdiel medzi a a a — 2), teda 2 cm.

A (okrem Gamgée):

Prvy postup: Tento kvader z nenatretych kociek musi tvorit 45 kociek. RozloZime si teda &islo 45 na sicin troch celych &isel
(dlzky stran st v kockach, teda celych &islach): 1-1-45,1-3-15,1-5-9, 3-3-5. (pomdZeme si tzv. prvoéiselnym rozkladom: 45
je 3-3-5; roznou kombinaciou tychto &initelov dostaneme jednu stranu a zvy$né mozu byt zo zvysnych &initelov, alebo dizky 1)

Len jedna moznost, a to 3 x 3 x 5, suhlasi s tvrdenim, 7e dizky stran kvadra z nenatretych kociek sa mézu 1isit maximalne
o dve kocky. V tomto pripade nam najdlhgia strana kvadra udava velkost kocky a to je 5 x 5 x 5 = 125. Dlzky 3 x 3 x 5 =
(a —2) x (a — 2) X a, teda natreté boli $tyri steny kocky.

Druhy postup: Nenatretych bude 45 kociek, preto velka kocka musi mat viac nez 45 malych kociek. Neplati to pre kocky
so stranami 1,2 a 3, pretoZe pocet ich kociek je 1, 8 a 27. Kocka s rozmermi 4 X 4 x 4 ma 64 kociek, teda viac ako 45. Ak
natrieme jednu stenu kocky, tak odratame od poctu vSetkych kociek pocet natretych, teda 64 — (4 x 4) = 64 — 16 = 48. Tolko
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je eSte nenatretych kociek. Este treba natriet 48 — 45 = 3 kocky. To sa v8ak ned4, pretoZe natierame celé steny a vzdy by to
bolo viac ako tri. VyskuSajme kocku s rozmermi 5 x 5 X 5, teda s poctom kociek 125. Ak natrieme jednu stenu, odpocitame
5 x 5 = 25 a teda mame nenatretych este 125 — 25 = 100 kociek. Druht méZeme natriet protilahla stenu, alebo susednd.

Ak natrieme protilahla, odpoéitame 5 x 5 = 25. 100 — 25 = 75. Tretiu stenu potom mozeme natriet hociktora a odpocitame
(5—2) x 5 = 15, pretoze ostatnych 10 (dva pasy kociek po 5 na krajoch tejto steny) je uz natretych z inej strany. 75 — 15 = 60.
Stvrta stenu moZeme natriet tak, Ze nakoniec budd natreté dve a dve protilahlé a vtedy odpoéitame znova (5 — 2) x 5 = 15.
60 — 15 = 45. Toto je spravny pripad. Treba eSte overit, ¢i sa nemoze najst aj iny.

Stvrt stenu mozeme natriet aj tak, Ze natrieme susednt k tretej natretej stene, teda odpocitame (5—2) x4 = 12. 60—12 = 48.
A 3 kocky uZ nijakym sposobom nenatrieme, kedZe natierame celé steny.

Ak ako druht stenu natrieme susednt, odpocitame (5 — 1) x 5 = 20, pretoZe pas 5 kociek je uz natretych (a s uz odratané)
kvoli natretiu predoglej natieranej stany. 100 — 20 = 80. Tretiu modZeme natriet protilahli stenu k jednej z nich. Odpocitame
teda znova (5—1) x4 = 20. 80— 20 = 60. Potom moZeme Stvrtt stenu natriet uz len tak, ako sme natierali v predoslom pripade,
pretoZe toto je ta ista situacia. Tretiu stenu moZeme natriet aj inak. A to tak, Ze to bude susedna k obom natretym, teda
vietky budi mat spoloény vrchol. Vtedy odpoéitame 4 x 4 = 16. 60 — 16 = 44. Co je malo, preto dalej uz netreba pokracovat.

Presved¢me sa eSte, Ze odpovedou nemoze byt aj vacsia kocka. Kocka s rozmermi 6 x 6 x 6 ma 216 kociek. Vo vnutri (tie
¢o nemdzeme zatriet) je 4 X 4 X 4 = 64 kociek, ¢o je viac ako 45, preto kocku 5 X 5 X 5 a vic¢sie kocky uz netreba brat do tvahy.
Odpoved’: Pouzili sme 125 kociek a natreli sme 4 steny kocky.

B (pre Gaméu):

Prvy postup: Kvader z natretych kociek musi tvorit 105 kociek. Rozlozme si toto ¢islo na sucin celych ¢isel (strany kvadra
st pocty kociek, ¢o sa celé ¢isla), aby sme zistili rozmery kvadra z nenatretych kociek. Je viac moZnosti: 1-1-105, 1-3 - 35,
1-5-21,1-7-15,3-5-7, (pomodZeme si tzv. prvociselnym rozkladom: 105 je 3 -5 - 7; rdoznou kombinéciou tychto ¢initelov
dostaneme jednu stranu a zvy3né mozu byt zo zvysnych &initelov, alebo dizky 1).

Ani jedna moznost viak nesthlasi s tvrdenim, Ze dlzky stran kvadra sa mozu lisit maximélne o 2 kocky, preto sme takto pri

natierani kocky nemohli skonéit.
Druhy postup: V tomto priklade vyla¢ime kocky so stranami 1,2 a 3, kvoli malému poctu kociek (1,8,27) a takisto aj kocku
s rozmermi 4 X 4 x 4, ktora méa 64 kociek. Kocka s rozmermi 5 x 5 x 5 ma 125 kociek, ¢o je dost. No stadi natriet jednu stenu
a uz je nenatretych kociek malo: 125 — 25 = 100. Kocka so stranou 6 ma 216 kociek. Ak natrieme jednu stenu 6 x 6, zostane
216 — 36 = 180 nenatretych kociek. Druhti méZeme natriet bud protilahla, alebo susednu stenu.

Ak natrieme protilahlt stenu velkosti 6 x 6 ostane nam 180 — 36 = 144 nenatretych kociek. Dalej zvolime jednu zo tyroch
stien spajajtcich tieto dve protilahlé steny (je jedno ktora), natrieme teda 6 x 6 = 24 kociek, ostane nam 144 — 24 = 120
nenatretych kociek. Dalsiu by sme mohli natriet k nej susedni stenu (4 x 5 = 20 kociek) alebo k nej protilahla stenu (4 x 6 = 24
kociek), ale v oboch pripadoch by sme uZ zafarbili prili§ vela kociek.

Teda ako druhii musime natriet susedni stenu k prvej natretej a zostane nam 180 — 5 x 6 = 150 kociek.

Ak natrieme ako tretiu stenu susednt k obom uz natretym, ¢ize v8etky maju spoloény vrchol, vtedy nam zostane 150—5x5 =
150 — 25 = 125. 20 kociek v8ak uz nijakym spdsobom nenatrieme. Ak natrieme tretiu stenu protilahla k jednej zo stien,
odpoéitame 5 x 6 = 30 kociek, takze ndm ostane 150 — 30 = 120 nenatretych. Chceli by sme 105 nenatretych, ale 15 kociek uz
nijako nezatrieme.

Kocka s rozmermi 7 X 7 X 7 je uz velmi velk4, pretoze vnutornych kociek (tie ¢o sa nedaju zatriet) je 125 a to uz je vela.
Takisto su velké aj v8etky vacsie kocky.

Odpoved’: Priklad nem4 rieSenie.

Komentar: Vigsinou ste priklad riesili druhym sposobom a niektori, ked sa pokusili prvym, len sa domotali. Priklad sa zda
jednoduchy a preto ste ndAm mnohi nenapisali podstatné veci ¢o sme chceli. Napriklad poukazanie na mensie alebo vécsie kocky.
Najcastejsia chyba bola, ked ste si hned povedali, Ze natriete protilahlé steny a so susednymi ste uz neratali. K odpovedi ste
sa vSak vzdy dostali, ¢o je super.

Priklad &. 4 (opravovali Kozzy, Sasho):
Vieme, Ze v jednej obalke je dvakrat viac ako v nejakej druhej a v tej je dvakrat viac ako v nejakej tretej, to znamené, Ze
v nejakej obalke je §tyrikrat viac penazi ako v nejakej inej. V jednej obalke je 50 eur. Vo zvySnych dvoch obalkach teda méze
byt:

a) Ak je 50 eur najniz8ia mozna vyhra: 50 -2 = 100 eur; 50 - 4 = 200 eur;

b) Ak je 50 eur druha najnizsia mozn4a vyhra: 52—0 = 25 eur; 25 -4 = 100 eur;

¢) Ak je 50 eur najvysSia moZna vyhra: % = 25 eur; 22—5 = 12,5 eur.

Moznosti a) aj b) moézu nastat, kedze 25, 50, 100 aj 200 eur vieme ulozit do obalok pomocou jednej, alebo dvoch bankoviek.
Moznost ¢) vSak nastat nemoZe, pretoze na poskladanie 12,5 eura by sme potrebovali bankovku s neceloéiselnou hodnotou, ¢o
nemame.

Otvorili sme teda obalku, v ktorej sme nasli 50 eur a vieme, Ze v zvy$nych dvoch obalkach je bud 100 eur a 200 eur, alebo
100 eur a 25 eur. Vieme, Ze vzdy je najvysSia moZzna vyhra v jednej z tych dvoch zvysnych obalok. Musime teda polozit otazku,
podla ktorej jednoznac¢ne zistime, v ktorej zo zvysnych dvoch obalok je vyssia suma. Tato suma bude urdite najvyssia mozna.
MoZeme teda ukézat na jednu z neotvorenych obalok a spytat sa: ,Je v tejto obalke viac penazi ako v druhej neotvorenej
obalke?*, alebo ,,Je v tejto obélke najvyssia mozna vyhra?‘. Ak ndm moderator odpovie ano, v oboch pripadoch sme trafili
najvyssiu vyhru a mozeme si ju vziat. Ak odpovie nie, tak urcite je najvysSia hodnota v druhej neotvorenej obalke, kedZe
50 eur nikdy nie je najvysSia mozné vyhra.
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Komentar: Vacsina z vas mala priklad vyborne. Ostatni vac¢S8inou zabudli vysvetlit, preco 50 eur nemoze byt najvyssia mozna
vyhra, za ¢o sme im s nevelkou radostou strhli 2 body. Niektori z vas nepochopili zadanie uplne spravne a mysleli si, Ze prave
v prvej obalke je 50 eur a prave v druhej je dvakrat tol'ko, no a niektori si mysleli, Ze pouZit musime vSetky bankovky, ¢o zadanie
vobec netvrdi a nejako im to nevychadzalo. Za to ste vela bodov Zial neziskali.

Priklad & 5 (opravovali Danka, Betka, Gabika):
Za¢nime prvou ¢astou tlohy. Najprv si treba uvedomit, Ze kazdy agent sleduje prave jedného agenta a je prave jednym agentom
sledovany. Najjednoduchsie bolo riesit tento priklad graficky. Nakreslili sme si 7 miest do kruhu pre 7 agentov (obrazok 5).
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Obrazok 5: Sledovanie siedmich agentov

Umiestnili sme agenta 001 do l'ubovolného policka. Zo zadania vieme, Ze agent 001 sleduje agenta, ktory sleduje agenta 002.
Este nevieme urcit koho sleduje agent 001, preto policko vedla neho je prazdne, ale do toho dalsicho uz moéZzeme doplnit
agenta 002, lebo ten je sledovany agentom, ktorého sleduje agent 001.

Potom rovnako agent 002 sleduje agenta, ktory sleduje agenta 003. Cize vynechdme jedno miesto a do d'alsiecho doplnime
agenta 003. Agent 003 sleduje nezndmeho agenta, ktory sleduje agenta 004. DopiSeme do prislusného policka agenta 004.
7 obréazku vidime, Ze agent 004 sleduje agenta 001 a zo zadania vieme, Ze agent 004 sleduje agenta, ktory sleduje agenta 005.
Teda agenta 005 musi sledovat agent 001. Agent 005 sleduje agenta 002 a vieme, Ze agent 005 sleduje agenta, ktory sleduje
agenta 006, teda agent 002 sleduje agenta 006. Agent 006 sleduje agenta, ktory sleduje agenta 007 a kedZe agent 006 sleduje
agenta 003, tak agent 003 sleduje agenta 007. Vidime, Ze vSetky miesta st uZ obsadené a vietci agenti spliiaju rozkazy.

Podobne mézeme riesit priklad aj pre 8 agentov. Nakreslili sme si 8 miest do kruhu (obrazok 6) a zacali sme doplhat
agentov. Agent 001, volné miesto, agent 002, volné miesto, agent 003, voIné miesto a agent 004. LenZe tu nastava problém,
pretoze podla velitelovho rozkazu plati, Ze agent 004 sleduje agenta, ktory sleduje agenta 005. Teda za agentom 004 by malo
nasledovat jedno volné miesto a potom agent 005. Toto miesto uz ale patri agentovi 001. Podla velitelovych rozkazov by museli
byt agenti 005, 006, 007, 008 na miestach agentov 001, 002, 003, 004. Sledovanie podl'a rozkazov teda nie je mozné.
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Obrazok 6: Sledovanie 6smich agentov

Odpoved’: Pri siedmich agentoch vieme jednoznac¢ne zistit, ktory agent bude sledovat ktorého:
001 — 005 — 002 — 006 — 003 — 007 — 004 — 001

Pri 6smich agentoch to nie je moZné, neexistuje ani jedna moZnost, ako by sa mohli sledovat.
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Poznamka: Pre uplnost treba overit este taktato vec: Zo zadania vieme, Ze kazdy agent méa za tlohu sledovat préave jedného
mého agenta a vieme aj ze kaZdy niekoho sleduje (z rozkazov). A preto je dobré predpokladat ze sa budi sledovat do kruhu. Ale
nemusia sa nutne sledovat len v jednom kruhu. Napriklad pri siedmich agentoch by sa mohli sledovat traja a potom dalsi Styria
do kruhu. Nage zadanie je nastastie uz konStruované tak, Ze tvori jeden kruh (001, niekto, 002, niekto,..., 007, niekto, 001),
Cize retaz je uzatvorena a kazdy s kazdym (cez ostatnych agentov) prepojeny, iba este nevieme, kto sa ,niekto”. Ale moZzeme si
byt isti, Ze dva oddelené kruhy sa nam spravit nepodari. Netreba ale na tato alternativu zabudnut.

Komentar: Vela z vés riegilo tento priklad vypisovanim moznosti, o nebol zly postup, lenze bol trosku zdlhavejsi a Gastou
chybou bolo, Ze ked uZ ste nasli spravnu moZnost nepokracovali ste d'alej, aby ste overili, ¢i je jedina. Za takéto rieSenie sme
nemohli dat plny pocet bodov. Za spravnu odpoved v oboch ¢astiach prikladu sme davali 2 body a zvySok ste mohli ziskat
za postup, akym ste riesili. Vysledok ste mali skoro v8etci spravne, no najviac nas potesili niektoré originédlne rieSenia.

Priklad €. 6 (opravovali Natali, Mato):

Na zaciatok sa trochu zamyslime. Takych 20! je strasne velké ¢islo. To od nas predsa nikto nemoze chciet, aby sme cely vyraz
spocitali. Bude treba vymysliet nejaky jednoduchsi sposob ako tento priklad vyratat. Nastastie my nepotrebujeme vediet cely
sucet, stac¢i nam posledna Eislica.

Vieme, Ze to, aké ¢islica bude na poslednom mieste nejakého sucétu ovplyviujua len ¢&islice na poslednych miestach v8etkych
s¢itancov. Sta¢i nam teda zistit, akymi &islicami konéia postupne saciny (1!) - (1!), (2!) - (2!), az (20!) - (20!).

Vieme, ze n! =1-2-3.----(n—1) -n, teda Ze faktorial nejakého ¢isla n je stin vsetkych éisel od jedna po n. Teda ak
je n > 5, tak sa v takomto sa€ine urc¢ite nachadzaju ¢isla 2 a 5. Kedze 2 - 5 = 10, tak s istotou vieme povedat, Ze takéto &islo
bude nasobkom desiatich a teda bude konéit nulou.

Uz vieme, Ze &isla 5!, 6!, az 20! konc¢ia nulou. A ked &islo, ktoré je nasobkom desiatich vynésobime takym istym ¢islom,
vysledok bude tiez nasobkom desiatich (dokonca bude aj nasobkom sto), teda bude tiez konéit nulou. Tym sme ukazali, Ze
aj (8!) - (5!), (6!) - (6), az (20!) - (20!) koncia nulou a preto neovplyvnia to, aka ¢islica sa nachadza na poslednom mieste celého
suctu.

O tom, aké ¢islo bude na konci rozhoduju iba prvé 4 ¢leny:

(1) - (1) = (1) - (1) = 1, na poslednom mieste je ¢islica 1.

2h-@2)=(1-2)-(1-2) =2-2 =4, na poslednom mieste je ¢islica 4.
3H)-38)=(1-2-3)-(1-2-3) =66 = 36, na poslednom mieste je ¢islica 6.
(4)-4)=(1-2-3-4)-(1-2-3-4) =24-24 = 576, na poslednom mieste je &slica 6.

Sucet v8etkych poslednych ¢&islic je teda 1+44+6+64+0+04+0+---+0 = 17. Teda na poslednom mieste celého suctu je 7.
Odpoved’: Sucet konéi &islicou 7.
Komentar: V prvom rade vas chceme pochvalit, spravny vysledok ste nasli takmer vSetci. Body sme vam ale strhavali za nie
uplne dobré vysvetlenia preco maju vacsie faktoridly na konci nulu, pripadne za to, Ze ste to nevysvetlili vébec. Samozrejme,
mohli ste to dokazovat viacerymi sposobmi, my sme vam tu ukazali iba jeden z nich. Dalsia vec je, Ze ratat v8etko pomocou
kalkulacky nie je vzdy najstastnejsi napad, lebo pri tak velkych éislach ako je (20!) - (20!) vam uZ kalkulacka vysledok zaokruhli
a poslednu cifru nezistite, a teda niekedy je vyhodnejSie trosku porozmyslat a potrapit hlavicku. Celkovo sme ale s vaSimi
rieSeniami velmi spokojni.

Priklad &. 7 (opravovali Halucinka, Palo, Peto):
Uvarené vonavé kakauko s mliekom uz urcite stoji pred kazdym, kto si &ita tento vzordk. Tak sa teda do neho pustime :).

Na zaciatok odpovedzme na prvé dve otazky zo zadania — kol'ko hrnéekov ¢okolady a kolko mlieka som vypil. Najprv mame
v pohari Cistu ¢okolddu, neskor do nej dolievame nejaké mlieko. Hrnéek napokon zostane prazdny, ¢okolada nemdze nijako
inak zmiznat a ani sme Ziadnu nepridali, ¢iZe musime spolu vypit prave 1 hrncek fokolady. Mlieko do pohara naopak len
prilievame, ale takisto Ziadne nemoze inak zmiznut, ¢iZe ho vypijeme préave tolko, kolko ho celkovo dolejeme. A to je podla
zadania % + % + % = % hrnceka.

Teraz prejdime k druhej, zloZitejSej casti ulohy. Podme postupne zistovat, o sa deje s podielom ¢okolady v hrnéeku
pri jednotlivych prelievaniach (podiel mlieka bude automaticky zvySok k podielu ¢okolady v hrnc¢eku). Po prvom odpiti a doliati
pohéara mliekom bude podiel ¢okolady v hrnéeku Z. Pri druhom odpijani odpijeme tretinu celkového objemu pohara, ¢ize
aj tretinu mlieka aj tretinu ¢okolady, a potom zvysok doplnime mliekom. Zjavne nam v hrnéeku zostana 3 objemu ¢okolady ¢o
v iom bolo pred druhym odpijanim. Tomu zodpoveda podiel ¢okolady 2

% z = 12 Pri trefom odpijani a dohevanl v hrnceku
zostane prave polovica objemu mlieka aj ¢okolady, ¢ize tam zostane % . %

hrnceka ¢okolady a zvysok — pohara — bude
mlieko. To znamené, Ze na to, aby som dosiahol idealnu chut napoja hned po prvom odpiti, musim odpit prave ; 7 hrnceka
¢okolady a doplnit ho mliekom.

Odpoved': Vypil som 1 hrnéek éokolady (zmes prasku a vody), 2
7e odpijem % objemu hrnéeka a doplnim ho mliekom.
Komentar: VAidsina z vas si s prikladom poradila naozaj vynikajico, plné poéty bodov neboli Ziadnou vynimkou. Spolu
ste mohli dostat 10 bodov, z toho 2 za prvu otazku, 3 za druhu a 5 za tretiu, v ktorej bolo bohuZzial aj najviac chyb, velakrat
sposobenych len zlym precitanim zadania. TakZe, aké z toho plynie ponaucenie? Poriadne &itajte zadania a nakoniec budete

mat v8etci 10 bodov. Ale aj tak ste velmi Sikovni :)

) 51 3 hrnéeka mlieka. Idealnu chuf mojho napoja dosiahnem tak,

Priklad &. 8 (opravovali Emil, Jan¢o):

A (okrem Gamcée): Podme sa na priklad pozriet trosku inak, ako pozorovanim toho, kolko Tudi na ktorej zastavke musi
nastupit a kolko vystupit. Bude nas zaujimat, kol'ko zostalo l'udi v autobuse po tom, ¢o na x—tej zastavke nastipili a vystupili
ti, ktori mali. Tych Tudi tam musi ostat tolko, aby podla zadania mohol na kazdej d'alsej zastavke vystupit jeden ¢lovek, ¢o
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nasttpil na prvej, na druhej,. .., na (x)—tej zastavke. KedZe pre kazdu dvojicu zastavok existuje jeden cestujuci, ktory na prvej
z nich nastipi a na druhej vystipi, tak po obsluZeni x—tej zastavky ostane v autobuse z Tudi, ktori nastapili na 1. zastavke
este tolko, kol'ko zastavok méa autobus pred sebou. Rovnako z I'udi, ktori nasttpili na druhej, tretej,. .., (x)—tej zastavke ostalo
v autobuse eSte tol'ko, kol'ko zastavok méa autobus pred sebou.

Nakolko je v8etkych zastavok 14, z ¢oho x ma uZ autobus za sebou, ostdva mu eSte navstivit 14 — z zastavok. Preto aj
cestujucich, ktori nastupili na 1. zastavke a po obsluzeni x—tej zastavky este su v autobuse, je 14 —z. Ako sme ukazali, rovnako
to plati pre l'udi, ktori nasttpili na druhej, tretej,..., (x)—tej zastavke. Preto po obsluZzeni z—tej zastavky je v autobuse
z - (14 — z) Tudi.

Aby sme zistili, kedy je v autobuse najviac Tudi, vypiSeme si po¢ty I'udi po jednotlivych zastavkach do tabulky (tabulka 2).

¢. zastavky  pocet cestujucich po jej obsluZzeni ¢. zastavky  pocet cestujucich po jej obsluzeni

1 13 8 48
2 24 9 45
3 33 10 40
4 40 11 33
5 45 12 24
6 48 13 13
7 49

Tabulka 2: Ludia v autobuse

Z tabulky vidime, Ze najviac cestujacich je v autobuse po obsluZeni 7. zastavky a to konkrétne 49.
Odpoved’: Vztah pre pocet cestujicich, po tom, ako nastupia a vystipia na zastavke z je = - (14 — x). Najviac cestujtcich je
v autobuse po obsluzeni 7. zastavky a to konkrétne 49.

B (pre Gaméu): Ak bolo v kine Matematik n I'udi, tak kazdy z nich tam mohol mat od 0 do n — 1 znamych (nikto si sam
sebe nemoze byt znamym). Prirodzenych ¢isel od 0 po n—1 je n a preto, ak by mal kazdy z I'udi v kine iny po¢et znamych, tak
by tam musel byt aj ¢lovek, ktory tam mal n — 1 zndmych aj ¢lovek, ktory v kine nepoznal nikoho. Ked tam ale niekto poznal
n — 1 Tudi, znamen4 to, %e tam poznal kazdého. Preto musel poznat aj toho, ktory nepoznal nikoho (pokial to nebol on sam,
¢o by sa stalo pre n = 1), ¢o ale nie je moZné, kedZe znamosti st vzajomné. Preto, ak bol v kine viac ako 1 ¢lovek, ¢o vieme
zo zadania (5 I'ud{ sedelo v prvom rade), tak tam museli byt aspon dvaja I'udia, ktor{ mali v kine rovnaky pocet znamych.

Komentar: U negamcakov sme za zistenie zastavky, na ktorej je najviac Tudi a ich po¢tu dali 5 bodov, d'alsie body sme pridavali
podla toho, ¢i riesitel prisiel na vSeobecny vztah hoci nie Gplne vysvetleny, alebo sa o to aspon pokusil. U gaméakov sme strhli
bod za nevysvetlenie faktu, Ze podobne ako pri 5 T'udoch musi byt dvojica I'udi z rovnakym poc¢tom priatelov aj vtedy, ked je
v kine viac Iudi. Dalgie body sme strhavali za nedostatotné vysvetlenie niektorych krokov, pripadne iné nedostatky v postupe.

Priklad &. 9 (opravoval Jakuub):

Najdolezitejsie je nakreslit si prehladny obrézok. Ale uZ tu sa musime poriadne zamysliet. V zadani mame 5 rovnoramennych
lichobeznikov, ale pri troch (FBCG, HGCD, AEH D) sme zaml¢ali, ktoré strany st ich zédkladne. Obréazok teda nemusi vyzerat
tak, ako by sme ho intuitivne nakreslili. Sta¢i sa v8ak zamysliet nad jednotlivymi pripadmi a zistime pravdu. Zo Styroch stran
lichobeZnika st len dve moZnosti rozmiestnenia dvoch protilahlych zakladni.

Najjednoduchsi vyber mame pri lichobezniku HGCD. MéZeme si nacrtnit lichobezniky ABC D, EFGH, ktorych zakladne
uZ pozname a navySe vieme, Ze zdkladia EF lezi na zékladni AB. Jasne vidime, Ze druhé zakladne, teda CD a GH musia byt
rovnobezné. Takze su to aj zédkladne rovnoramenného lichobeznika HGCD.

Este ostava rozhodnut, ¢o s lichobeznikmi FBCG, AEHD. Pomo6zme si tvrdenim zo zadania: KaZzdy lichobeznik mé aspon
jeden uhol velkosti 60°. V naSich naznafenych rovnoramennych lichobeznikoch ABC'D, EFGH to urcite buda oba pri vicsich
zékladniach AB a EF, pretoze len tam ma rovnoramenny lichobeznik ostré uhly, ktoré maji navySe rovnaka velkost. Vidime,
%e v oboch lichobeznikoch ABCD, EFGH zvieraju ramena so zakladiami 60°, preto je rameno AD rovnobeZné s ramenom
EH arameno BC rovnobezné s ramenom F'G. Inak povedané, nasli sme zakladne lichobeznikov FBCG a AEHD.

Pokracujme d'alej a postupne si urobime presnu predstavu, ako to mé celé vyzerat. Velkosti uhlov pri druhej zékladni
v lichobeznikoch ABCD, EFGH ziskame dopo¢itanim do 180°, teda pri kratSej zakladni buda mat uhly velkosti 120° (vyplyva
z vlastnosti kazdého lichobeznika). Vsimnime si, Ze presne takto moézeme dopoéitat uhly uz aj v ,krajnych® lichobeZznikoch
FBCG a AEHD, pretoze jeden uhol velkosti 60° v nich uz pozname (pri vrcholoch A, resp. B). Z toho nam vyplynuli aj
posledné, na oko zjavné, poznatky o tvaroch lichobeznikov:

1. Mensie zékladne v krajnych lichobeznikoch budu vnutorné, teda FH a FG.

2. Usetka HG bude uréite lezat ,,pod* tseckou DC.

3. Zakladha HG je mensia nez zékladna DC.

Jednou ranou teda uz mozeme dopocitat uhly aj v lichobezniku HGC'D. Bud podla velkosti zakladni, alebo dopocitanim
pri niektorych vrcholoch. Vsetky lichobezniky budi mat dva vnatorné uhly pri vaésej zakladni velkosti 60° a zvy$né dva vel-
kosti 120°.
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Teraz nasa predstava uz moéZze pripominat obrazok 7. Vyzera to tak, Ze vyuzitim dalsich vedomosti zo zadania sa urite
dostaneme k d'alsim zaujimavym skutoénostiam.

D 6 cm C

A 3cm E 3cm 3cm F 3cm B

Obréazok 7: Lichobeznik

Malé lichobezniky na obrazku st podobné (to znamend, Z%e vSetky uhly maja rovnakej velkosti). Korefiom uspechu je ale
zistit, Ze si zhodné. Vidime, Ze na obrazku maja niektoré spolo¢né ramena alebo zakladne. Doélezité ale je, Ze maju rovnaky
obsah, ¢o vieme zo zadania. Spolu s tym, Ze si podobné, nam to sta¢i na vyhlasenie, Ze vSetky Styri lichobezniky st zhodné
(po preditani rieSenia si vSimnite poznamku na konci):

EFGH 2 HDAE =2 GCDH = FBCG

Postupne sme sa ale dostali k d'alSej zaujimavej pravde. Strana GF je v lichobezniku EFGH ramenom a v lichobeZniku
FBCG mensou zékladiiou. Teda v kaZdom zo zhodnych lichobeznikov st dizky ramien a mengej zo zakladni rovnaké. Tato
di7ka je podla zadania 3cm. V tomto momente sme vycerpali vietko zo zadania a dalej si musime poradit sami.

Zaverecnou uvahou je, Ze takémuto rovnoramennému lichobezniku (s uhlami 60° a 120° a rovnako dlhym ramenom a kratSou
zakladfiou) vieme nad kratsiu zékladiu prikreslit maly rovnostranny trojuholnik (predizenim ramien). Vytvorime tak velky
rovnostranny trojuholnik, ktory v sebe obsahuje spominany lichobeznik. Vdaka dizkam tseciek je zrejmé, ze kratsia zakladna
lichobeZnika tvori v tomto trojuholniku stredna priecku. A stadi si prikreslit ostatné stredné priecky a vidime, Ze lichobeznik
pozostava z troch malych rovnostrannych trojuholnikov so stranou dizky 3cm (moézete to vidiet na obrazku 7 v lichobezniku
EFGH).

Viacsie zakladne zhodnych lichobeznikov teda maju velkost 6cm. Konedne modZeme vypocitat obvod celého lichobeznika
ABCD. Jeto4-6+2-3 = 30cm.

Odpoved’: Lichobeznik ABC'D ma obvod 30 cm.

Poznamka: Ak maju dva lichobezniky rovnaky obsah a rovnaké vnutorné uhly, st zhodné. Znie to sice pekne, a asi je to aj
pravda. Ale s takymto tvrdenim sa prili§ nestretavame (pozname skor vety o zhodnosti trojuholnikov), a preto sme sa rozhodli
tuto myslienku na nasich lichobeznikoch objasnit, aby ste si to aj sami vedeli odvodit. Niektoré uvahy v8ak budu tazsie a preto
to berte skor ako névod, ako by to $lo.

Vidime, ze FBCG a GCDH maji spoloéné rameno, vieme, Ze maju rovnaké uhly a podla zadania majua aj rovnaky obsah.
Z vedomosti o ramene a uhloch vieme presne zistit vysku, a z vedomosti o vyske a obsahu vieme zistit sacet dizok zakladni.
TaktieZ vieme zistif rozdiel dlzok zakladni (je presne uréeny sklonom a dizkou ramien). TakZe vieme zistit dlzky zakladni.
A preto, ak maju dva rovnoramenné lichobezniky rovnako dlhé ramené, uhly, aj obsah, maja uréite rovnako dlhé aj dlzky
zékladni, ¢ize su zhodné. Z rovnakych dovodov st zhodné aj HDAE a GCDH, a preto AEHD =~ HGCD = FBCG.

Teraz by sme cheeli ukazat, ze aj EFGH je s nimi zhodny. Vsimnite si, Ze moze nastat situacia, kde spominané tri licho-
bezniky st zhodné, ale ,stlacia EFGH do stredu. To znamena, Ze sa treba odrazit od toho, Ze EFGH ma rovnaky obsah ako
zvy$né lichobeZniky (napr. ako HGCD).

Naznaéime postup takéhoto dokazu: PredlZzené ramena DH a CG sa pretnu v strede strany AB, ozna&ime si ho S. Vytvoria
tak rovnostranny trojuholnik SC'D, a tiez rozdelia lichobeznik EF'G H na tri malé rovnostranné trojuholnicky, ako to aj v rieSeni.
Preto rovnostranné, lebo |EH| = |HG| = |GF|, a to vidno zo zhodnosti zvysnych lichobeznikov. Obsah malych trojuholni¢kov
si vieme vypoé&itat pomocou ich strany (3cm) cez Pytagorovu vetu. Rovnako aj obsah trojuholnika SCD si vieme vypoéitat
z |DC|. Takze teraz si vieme kone¢ne obsah HDAE a obsah GCDH dat do rovnosti, s tym, Ze obsah HD AE bude reprezentovat
obsah SCD minus obsah malého trojuholnicka, a obsah GCDH budu reprezentovat tri malé trojuholni¢ky. Jedint nezndmu
|DC| si z tejto rovnosti dopoéitame a zistime, Ze je rovnako velka ako |EF| = 6 cm. TakZe sme napokon zistili, Ze lichobezniky
EFGH a HGCD maju rovnaké dlzky oboch zakladni. Ked#e majua rovnaky aj obsah, budid mat rovnaka aj vysku. A kedze
maju rovnaki vysku, budi mat rovnaké aj ramena. TakZe st zhodné.

Komentar: Vela z vas to malo spravne. Asi jediné chyby, ktoré sa vyskytovali, boli také, Ze ste bez hocijakého odovodnenia
rozdelili vSetky lichobezniky na 3 rovnaké rovnostranné trojuholniky a neuvazovali ste nad tym, Ze by kratSia zakladiia nemusela
byt 3 cm.

Tymto vzorovym rieSenim sme vés ale chceli upozornit, Ze na korektné a prehladné vyrieSenie je potrebné, aby ste dosledne
zvolili postup vaSich ivah a pri vaSom vyklade nezabudli ani na tie najmenej pravdepodobné reprezentécie zadania. Napriklad,
predstavte si, Ze by sme zacali rovno nasim prehladnym nakresom zhodnych lichobeznikov. Zvlast tento priklad velmi zvadzal
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k tomu, aby sme si lichobeZniky rovno nakreslili spravne (i skor — najviac pravdepodobne) a z toho vyvodzovali zavery. Ale to
je akoby sme sa odrazali od nejakého naseho dohadu. Bez toho, aby sme ukézali, ktoré su zakladne, si nemozeme este podoplnat
uhly. A bez ukdzania uhlov eSte nemodzeme tvrdit, Ze obrazok, v ktorom je mensia zakladia HG pod DC je spravny (existuje
napr. aj situacia |[HG| > |DC/|, samozrejme, s inymi vnatornymi uhlami). A tak dalej — je vela roznych metdd rieSeni, a v nich
sa daju eSte rozne prehodit tvahy. A je na nas, aby sme nasli kombinaciu, ktora je najspravnejsia. To je asi vSetko k tomuto
prikladu.

Prémia (opravovala Zuzka):

Zadanie: Na obrazku je nakreslené bludisko, skiste prejst tymto bludiskom (vchod do bludiska a vychod z neho je oznaceny
Clernymi Sipkami) tak, aby ste na kazdé policko vstupili prave 1-krat.

RieSenie: Na zafiatok je dobré doplnit si do bludiska (obrazok 8) vsetky cesticky, ktorych smerovanie je jasné (v obrazku su
zaznactené Sedou ¢iarou). Napriklad vSetky rohové policka (A1, H1, A4, D4,...) st z dvoch stran ohradené, ¢iZze cez zvy$né dve
strany sa poli¢ko musi napajat na cestu bludiskom (na danom policku bude mat cesticka tvar pismena ,L*). Dalej, napriklad
policko A2 je ohradené z dvoch protilahlych stréan, ¢ize cesticka musi viest cez politko priamo. Takto sa snaZzime doplnit ¢o
najviac usekov cesty.

A Co teraz? Teraz sa mdZeme pokusit pospajat niektoré tseky. Zafneme na obrazku hladat také prazdne policka, na ktoré
smeruji dve cestiky zo susednych policok (su to: A3, D5, C8). Smerovanie cestiky na tychto polikach je uz jasné — cesticka
sa musi napajat na cesticky zakreslené na susednych polickach (do obrazku doplnime tieto tseky ¢iernymi ¢iarami).

Ked sa na obrazok dobre pozrieme, vSimneme si zaujimavi vec. Z policka F'5 moze cesticka pokracovat smerom hore, alebo
smerom dole. Ak by sme ju zakreslili smerom hore, tak na policku F4 by bola len jedna moZnost doplnenia cesticky a to taka,
ktora by spojila cestu do uzavretej krivky (¢o samozrejme nechceme, lebo by sme nevedeli prejst celé bludisko). Tak nam nié¢
iné neostéava, nez nakreslit na policku F'5 cesti¢ku, ktora smeruje dole (v obrazku je zakreslena bodkovane). Smerovanie cesticky
v poli¢ku F6 je potom uZ jasné, pretoze musi spajat cesticku v policku F'5 a E6.

Po takomto dokresleni jednozna¢nych cesti¢iek sa v pravom dolnom rohu bludiska vytvorila ¢iasto¢ne oddelena oblast (je
vyznac¢ena Sedou farbou). Tato oblast méa len jeden vchod (z policka D7 na ET), ¢ize ak do tejto oblasti vojdeme, uz nebudeme
vediet vyjst von bez toho, aby sme presli po nejakom policku dvakrat. TakZe bludisko nikdy celé neprejdeme.
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Obrazok 8: bludisko

Odpoved’: Bludisko sa ned4 prejst tak, aby sme na kazdé policko stupili prave raz.

Komentar: Z vaSimi rieSeniami to bolo tentoraz vselijaké. Napisat len doplnenie zadania, alebo rieSenie (¢ize v tomto priklade,
7e sa to neda), naozaj nestaci. Ak neviete s takymto typom prikladu hned pohnif, netreba sa vzdavat. Zacnite si doplhat veci,
ktoré su isté a potom skusat a skusat a skuSat. A potom urcite nieco objavite. Ak nie, tak sa nebojte nam to vaSe skdSanie
poslat (moZno vam to vyslazi par bodikov).



