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Vzorové rieSenia 2. kola letnej série 2009/2010

Priklad ¢&. 1 (opravoval Majak):
Zadanie:
Riesenie: Naga tuloha sa dé zapisat v tvare (a X z) +y = z, priom za z,y a z mame dosadit ¢isla 5,8 a 23. Pévodné &islo,
ktoré je kladné, najprv vynasobime a potom k nemu eSte pripoc¢itavame, a preto vysledok z musi byt vacsi aj ako x aj ako y.
Teda z = 23. Pre x a y nam ostali uz len dve moznosti.

Prva, sktsime z =5 a y = 8. V tom pripade (a x 5) + 8 = 23, a vyjde ndm a = 3.

Druh4 moznost je ta, ze * = 8 a y = 5. Potom nasa tloha bude mat tvar (a x 8) + 5 = 23. Z nej vyjde, Ze a by sa malo
rovnat 18/8, ¢o ale nie je celé Cislo, a preto z tejto moznosti Ziadne rieSenie nemame.

Ziadne dalsie moznosti pre T a y uZz nie sud.
Odpoved’: Matilda si myslela &islo 3.
Komentar: Priklad sa podaril vietkym taspe$ne vyratat. Jediné nedostatky sa objavili v tom, Ze niektori z vas po prvom
najdenom rieseni prestali hladat dalsie. Nas vzdy zaujimaju vSetky rieSenia prikladu. Aj ked je len jedno, tak treba ukéazat,
Ze ziadne dalSie uz nie sa.

Priklad ¢&. 2 (opravovali Ula, Juro, Majo):

Zadanie:

RieSenie: Predstavme si celé poschodie ako jeden velky obdlznik. Nové oblasti budi vznikat pretinanim priamok. Najmensi
pocet Casti vytvorime, ked sa ziadne dve nepretnd, teda buda rovnobezné. Takto dostavame 5 Casti (Obrazok 1)

Obrazok 1: 5 casti

Skusime jednu z priamok zobrat a klast ju postupne tak, aby sa pretinala s jednou, dvomi a nakoniec v8etkymi tromi
priamkami. Takymto postupom dostdvame poschodie rozdelené na 6, 7 a 8 ¢asti (Obrazok 2).

Obrazok 2: 6, 7 a 8 Casti

Teraz zoberieme d'alsiu z rovnobeziek, a budeme chciet rozdelit poschodie na 9 ¢asti. Na to nam sta¢i ulozit priamky tak,
aby dve a dve boli rovnobezné (ako pri piskvorkach 3x3). 10 casti vieme ziskat tak, Ze dve odobraté priamky sa navzijom
prekrizia a miesto ich stretnutia nebude lezat na inej priamke (Obrazok 3).

X

Obrazok 3: 9 a 10 Casti

Ak chceme vytvorit 11 ¢asti, musime vSetky priamky poloZit tak, aby sa vSetky navzajom pretinali, a to kazda dvojica
v inom bode (Obrazok 4).
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Obréazok 4: 11 asti

Vieme vytvorit aj 12 ¢asti? Urcite nie, lebo nové oblasti vznikaja iba pretinanim priamok a my sme uz vytvorili maximalny
pocet prienikov.
Odpoved’: Priamkami vieme rozdelit poschodie na 5 az 11 ¢asti. (Ak by sme uvazovali o celej rovine bez ohranicenia, tak je
moznosti 5).
Komentar: Boli sme trochu sklamani z malého po¢tu poslanych rieSeni, lebo tento priklad bol velmi l'ahky. Ale zato rieSenia
boli vel'mi pestré. Uznavali sme aj rieSenie, v ktorom sa bralo ako poschodie do tivahy cel4 rovina, lebo to odstranilo par
moznosti.

Priklad &. 3 (opravovali Emil, Janéo):

Zadanie:

RieSenie: (a) Matilda vyhra preto, lebo Sofia moze dat svoju inicialu iba do jednej z dvoch skatal. Je jedno do ktorej z nich
da Sofia svoju inicialu, lebo do druhej(zostavajicej) da Matilda svoju, a tak vyhra.

(b) Oznac¢ime si prazdne Skatule zlava doprava postupne a,b, ¢ ako na obrazku 5. Ak by Matilda dala svoju inicialu do
gkatule a, tak by Sofia mohla ukoncit hru, keby dala do oboch gkattl b a ¢ naraz. Ak da Matilda svoju inicidlu do skatule
b alebo ¢, tak Sofia ju bude moct dat iba do jednej z dvoch zvySnych skatal a do poslednej Skatule ju da urcite Matilda.
Poslednym tahom, ktory moze Matilda urobit, je dat svoje inicialy do skatul b aj c. Potom by ale Sofia svojim tahom zaplnila
poslednii volnti gkatulu (a) a teda by vyhrala. Ano, existujua tahy ktoré by zarugili Matilde vyhru. St dva a mozete ich vidiet
na obrazku 6.
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Obréazok 6: rTauhy7 ktoré zarucia Matilde
vyhru (b)
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Obréazok 5: Oznafenie volnych policok (b)

(¢) Ozna&ime si prazdne Skatule zl'ava doprava postupne a, b, ¢, d ako na obrazku 7. Ak by dala Sofia jej inicidlu do a, tak
by Matilda mohla dat svoju do ¢. Potom by Sofia mohla dat iba do jedej z dvoch gkatil b a d, a do poslednej by tak dala
svoju inicidlu Matilda. Ak by dala Sofia jej inicialu do b, tak by Matilda dala do ¢ alebo d. Sofia by potom mohla dat iba do
jednej z dvoch zvysnych gkatdal a do poslednej by dala svoju inicidlu opdt Matilda. Podobne by to bolo, aj ak by dala Sofia
svoju inicidlu do ¢ alebo d, vZdy by mohla vyhrat Matilda. Ak by dala Sofia jej inicidlu do b a ¢, alebo do ¢ a d, tak by Matilda
mohla dat iba do jednej z dvoch volnych gkattl, a tak by do poslednej skatule dala svoju inicialu Sofia. Ano, existuju tahy,
ktoré by zaruéili Sofii vyhru. St dva a mézete ich vidiet na obréazku 8.
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Obrazok 8: Tahy, ktoré zarucia Sofii vy-
hru (c)
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Obrazok 7: Oznacenie volnych poli¢ok (c)

Odpoved’: (a)Matilda vzdy vyhré, ak vlozi svoju inicidlu do strednej skatule.

(b)Ano, existuju tahy ktoré by zarucili Matilde vyhru. St dva a mézete ich vidiet na obrazku 6.

(c)Ano, existuja tahy ktoré by zaruéili Sofii vyhru. St dva a mozete ich vidiet na obrazku 8.
Komentar: Vela z vas malo pekné rieSenie. Strhavali sme vam body za to, ak ste mali nevysvetlené, Ze si iba tieto rieSenia,
alebo za to, Ze ste mali niektoré zlé riesenia. Bohuzial, nasli sa aj taki, ¢o nepochopili dobre zadanie a mali cely priklad zle.
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Priklad ¢. 4 (opravovala Betka):

Zadanie:

RieSenie: Hladdame ¢o najmensie &islo, ktorého niektoré 4 po sebe iduce &islice su 2, 0, 0, 3 a tiez je deliteIné kazdou nenulovou
cifrou ktorti obsahuje. To znamena, Ze toto &islo bude uréite delitelné 3 (jeho ciferny sucet musi byt delitelny 3) a zaroven
bude delitelné aj 2 (parne, musi sa kon¢it jednou z cifier 0, 2, 4, 6, 8). Z tychto podmienok potom vidime, Ze za 2003 musime
doplnit minimélne jednu cifru, aby bolo ¢islo delitelné dvomi. Tym sme vylaéili 4 a menej ciferné &isla.

Za¢neme 5-cifernymi ¢islami. Tie musia byt v tvare 2003x. Za * mozeme doplnit 0, 2, 4, 6, 8. AvSak iba moZnost 20034, je
delitelna aj 3. Toto &islo vSak nie je delitelné 4. Tymto sme vylacili 5-ciferné ¢isla.

Pokra¢ujme 6-cifernymi. Teraz dopliiame 2 cifry. Mame 2 moznosti ako ich umiestnit, bud 2003s# alebo %2003*. Ciferny
sidet je zatial 5, takZe ciferny sucet hviezdi¢iek moze byt 1, 4, 7, 10, 13, 16 aby bolo vzniknuté &islo delitelné tromi. Kedze
hladame najmensie &slo, potrebujeme ¢o najmensie cifry. Vezmeme teda 1 (1+0). Posledné cifra musi byt 0 (aby bolo éislo
delitelné 2). Toto &islo bude urcite vyhovovat, lebo bude urcite delitelné 1, a zaroveii 2 aj 3. Zostant 2 moznosti, 200310 alebo
120030, z ktorych jasne vidime, ze 120030 je mensia. Vsetky d'alSie moznosti by uz boli vacsie.

Odpoved’: Vychodné &islo je 120030.
Komentar: Priklad bol celkom Tahky a vic¢sina mala dobry vysledok. Body ste stratili, ked ste nevysvetlili, ako ste vylucili
mozZnosti alebo ak ste nejaké ani nespomenuli.

Priklad ¢&. 5 (opravovala Tinka):

Zadanie:

RieSenie: Chceme zistit, ktory z troch tvorov je skutoény ¢lovek, a ktoré dva sa iba klony. Od kazdého z nich pozname 3
vyroky. Minimélne jeden je z nich pravdivy a miniméalne jeden nepravdivy.

Vidime, Ze v dvoch vyrokoch sa spomina laboratérium pre klonovanie. Tu vznikli rozne vysvetlenia. Ak je tvor klonom, tak
v laboratériu vznikol a teda v fiom uréite uz bol. Otéazka je ¢i tam bol aj skuto¢ny ¢lovek. MéZeme si povedat, Ze klony vznikli
z tohto originalu, a preto tam aj on bezpodmienecne musel byt. Alebo si povieme, Ze to je hocijaky bezny ¢lovek, ktorého sme
neklonovali. Pozor, to neznamena, ze do laboratoria nemohol niekedy prist na exkurziu (za toto krasne pomenovanie dakujem
jednej riesitelke).

Prejdime priamo k rieSeniu. Tvor v ¢iernom tricku mé zaujimavé odpovede. Jeho druha veta:,,VSetko, ¢o hovori ten v bielom
tricku, je klamstvo.“ je urcite loz, lebo kazdy tvor aspon raz hovori pravdu. Jeho zvysné dva vyroky:,Ten v Cervenom tricku
je skuto¢ny.“ a ,Ja nie som klon.“ si navzajom protire¢ia. Aby Cerveny vravel aspon raz pravdu, tak jeden z tychto vyrokov
je pravdivy (automaticky druhy je klamstvo). To znamena, Ze bud tvor v ¢iernom tricku alebo tvor v &ervenom tricku je
skutoény. Tvor v bielom tricku teda musi byt klon.

Pod'me si rozobrat odpovede bieleho. ,,Som skutoény“ je klamstvo, ,,Nikdy som nebol v laboratoriach pre klonovanie® je tiez
klamstvo vzhladom na to, Ze tam vznikol. Jeho treti vyrok preto musi byt pravdivy:,Ten v ¢iernom tricku je klon“. Rozobratim
tychto odpovedi nam jednoznacéne vyslo, Ze tvor v ¢iernom tricku je klon.

Pozname uz dva klony: v bielom a ¢ernom tricku. Treti tvor by mal byt skutoénym ¢lovekom. Nezabudnite, Ze toto nie je
koniec prikladu. Musime najprv overit, ¢i pre takéto rozdelenie hovori kazdy tvor aspon 1 pravdu a aspon 1 klamstvo, a teda
¢i tiloha méa vobec nejaké rieSenie.

Odpovede bieleho sme rozobrali, vSetko sedi. Pri ¢iernom: vyrok, ktory tvrdi, Ze on nie je klon je nepravdivy, a naopak,
vyrok, v ktorom vravi, Ze Cerveny je skuto¢ny, je pravdivy. Tiez to vychadza. Pozrime na odpovede tvora v Cervenom. ,Ja
nie som klon“ je pravdivé, lebo je skutocny. ,/Ten v bielom tricku hovori pravdu, ak tvrdi, Ze nikdy nebol v laboratoériach
pre klonovanie - toto je klamstvo, lebo biely v laboratériu uréite bol. To mame jednu pravdu a jedno klamstvo od tvora
v Gervenom tricku. Na jeho tretom vyroku nam nezalezi (pre zaujimavost, bol uréite pravdivy).

Vsetky tvory splnili podmienky zo zadania, takZe naSe rieSenie je spravne. Ziadne dalsie neexistuje, lebo sme nikde ni¢
nehadali, ale sme v8etko krasne priamo odvodili.

Odpoved’: Skutoény ¢lovek je tvor v gervenom tricku.

Komentar: Priklad vécSina z véas pekne zvladla. Body sa strhavali za nespravne vysvetlenie si vyrokov s laboratériami, za
nedostato¢né odovodnenie, preco je dany vyrok pravda alebo klamstvo. 3 body ste stratili, ked ste neoverili, ¢ cela tloha
ma naozaj rieSenie a pripadne, ked ste neoverili ¢i ich nema viac, tak body §li bohuzial tiez pre¢. Sice to znie, Ze body len
odchadzali, ale celkovo ste to zvladli perfektne:). Ste Sikovni, Ze ste sa popasovali s takymto prikladom a nezamotali sa v iom:)

Priklad &. 6 (opravovali Mon¢a, Maria):
Zadanie:
RieSenie: K rieSeniu si nakreslime obrazok vlajky (Obrazok 9).
Oznaéme S prieseénik tsedick AC' a FH. Stvoruholnik AFCH bude rovnobeznik, jeho uhloprietky sa teda rozpoluja.
Potom S je v strede uhlopriecky AC, takze je v strede medzi useckami AD a BC. Preto, ked' cez tento bod vedieme priamku

rovnobezna s tseckou AD, pretne obdlznik ABCD v dvoch bodoch (X, Y) rozdelujacich tsecky AB a CD na polovicu.

o1
A pretoze sa AE a F'B rovnaju §tvrtine AB, budu sa jej rovnat tak isto EX a XF (% = iAB).

Cervené Casti loga tvoria 4 trojuholniky, ktoré oznac¢ime ¢islami 1, 2, 3 a 4. Trojuholniky 1, 4 a tiez 2, 3 stt zhodné. Vsimnime
si, ze vySka trojuholnikov 1, 2 na stranu patriacu tsec¢ke EH je rovnaka. Obsah trojuholnika sa rovna polovici su¢inu strany
trojuholnika a vysky kolmej na tito stranu. Stucet obsahov trojuholnikov 1 a 2 sa preto rovna “5*+ @ = # (stranu EH
sme si rozdelili na dve Casti, zakladfia trojuholnika 1 ma dizku x, zakladia 2 ma dizku EH — z). Sucet obsahov trojuholnikov
3 a 4 je rovnaky ako sticet obsahov 1 a 2, preto sa stcet vSetkych Cervenych ¢asti rovnad v- EH = iAB -EH. Obsah obdlznika
ABCD je prave AB - EH, vyfarbena ¢ervené cCast sa teda rovné Stvrtine celého loga.
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Obrazok 9: Doplnena vlajka

Odpoved’: Vyfarbeny vzor predstavuje % loga.

Komentar: Priklad bol vpodstate jednoduchy, no ¢asto ste si ho prili§ skomplikovali, a potom ste ho celkom neodévodnili.
Dostali sme sa vSak aj k nadhernym rieSeniam, za ¢o vas velmi chvalime. Snad vAm dam uZ len mala radu do budicna, a to,
aby ste priklad nepodcenili, aj ked rieSenie viete po prvom preéitani :).

Priklad ¢&. 7 (opravovali Kozzy, ViRPo):

Zadanie:

RieSenie: Predstavme si, Ze po¢ty atémov vo vrcholoch reprezentuju &isla. Jednotlivé itvary maja spoloéné dva vrcholy, tri
lezia iba v 5-uholniku, $tyri iba v 6-uholniku. Spolu je to 9 bodov, v kazdom bude prave jedno ¢&islo od 1 po 9. Sucet &isel vo
v8etkych vrcholoch bude prave sucet ¢isel od 1 po 9, ¢o je 45.

KedZze v 5- aj v 6-uholniku je sti¢et atomov 24, tak 24 -2 = 48 je sidet ¢isel v celej molekule, pri¢om tie vrcholy, ktoré maju
spolo¢né, sme zaratali dvakrat. Sucet &isel v spoloénych bodoch je preto 48 — 45 = 3. Sudet 3 vieme spomedzi ¢&isel, ktoré
méame k dispozicii dosiahnut iba ako 2 + 1. Existujiu dve preskupenia tychto ¢isel v dvoch spoloénych bodoch.

Sucet ostatnych &isel v 5- aj 6-uholniku je 24 — 3 = 21. Existuju tri trojice z ¢isel od 3 po 9, ktoré maja sucet 21, a to
9,8,4;9,7,5 a 8,7,6. Tieto trojice sa budi nachédzat v 5-uholniku, ostatné $tyri ¢isla buda vo vrcholoch 6-uholnika.

Kazdu z trojic vieme umiestnit do vrcholov 5-uholnika 3 - 2 -1 = 6 sp6sobmi (do prvého vrcholu moézeme umiestnit tri
rozne ¢isla, do druhého vyberame z dvoch, no a do tretieho umiestnime zostavajiace). Podobne jednotlivé $tvorice mozeme do
vrcholov 6-uholnika ulozit 4 -3 -2 -1 = 24 sp6sobmi.

Cisla sa v 5-uholniku, 6-uholniku ale aj v dvoch spolo¢nych bodoch premiestiiuju tplne nezavisle na sebe. Aj ked sa len
vymenia dve &isla v 5-uholniku a zvySok sa nezmeni, vznikne ndm rozne preskupenie. Pre kazdu z trojic musime teda pocty
moznosti usporiadania v nasich troch ¢astiach medzi sebou vynasobit, ak chceme ziskat ich pocet v celom utvare - 2-6-24 = 288.

Tolkoto moznosti existuje pre kazdu z troch trojic, takZe celkovy poet moznosti usporiadania ¢isel vo vrcholoch utvaru, je
3-288 = 864.

Odpoved’: Méze nastat 864 roznych preskupeni.

Komentar: Velmi dolezité bolo pochopit spravne zadanie, ¢asto sa stalo, Ze ste iba nasli &isla, ktoré mohli byt v 5-uholniku ¢i
6-uholniku, nevypoditali ste viak samotny pocet preskupeni. Mohli ste zial ziskat najviac 4 body. Viaceri ste porobili mensie,
alebo aj vicsie chyby pri vypoctoch, zabudli vynasobit tromi ¢i dvomi, pripadne nenasli vSetky moZnosti rozdelenia &isel do
5-uholnika a 6-uholnika. Za takéto chyby sme vam strhli asi 1 az 3 body.

Priklad &. 8 (opravoval Peto):

Zadanie:

Riesenie: Zakladna vec, ktorua si treba uvedomit je, Ze vnttorné uhly v rovnostrannom trojuholniku(obrazok 10) st rovné
60° a Ze taZnica, vyska a os uhla st totozné a vsetky rovnako dlhé. Body K a M su stredy stran BC a AB (pretoZe taZnica
pretina stranu v strede) a uhly pri nich si pravé (pretoze vyska je kolma na stranu). KedZze usecky AK aj CM sa taznice a
taZnice sa pretinaju v tazisku, bod S je tazisko. Jednou z vlastnosti taznic je, Ze tazisko ich rozdeluje na dve ¢asti v pomere
2:1 od vrchola. Usetky AS a BS je st dlhsimi ¢astami faznic na strany AC a BC. Body P a @ st stredy tsediek AS a BS,
takze tsecky AP, PS, SM, SQ, @B a SK sa rovnako dlhé. Z toho vieme, Ze dve strany $tovruholnika PMQK (strany PM a
QK) st rovnake.

Usetka C'M je tiez vyska na stranu AB, uhol CM A je teda pravy. Usetka AK je osou uhla BAC, takze uhol KAM ma
velkost 30° (polovica z uhla BAC, ktory méa velkost 60°). Trojuholnik AMS ma jeden vnitorny uhol rovny 30° a d'alsi 90°,
jeho treti uhol (uhol ASM) musi mat teda velkost 180° — 30° — 90° = 60° (lebo studet vnutornych uhlov v trojuholniku je
180°).

V trojuholniku PM S maji jeho ramena PS a MS rovnaku dlzku, preto musia byt uhly, ktoré zvieraja s trefou stranou
rovnaké (vlastnost kazdého rovnoramenného trojuholnika). Pretoze uhol, ktory zvieraju tieto dve ramen4 je 60°, tak uhly,
ktoré zvieraju s tretou stranou buda mat velkost (M) = 60°, teda trojuholnik PM S je rovnostranny. Obdobne to plati
aj pre trojuholniky MQS a QKS. Kedze uhol BMC je pravy a uhol QMC je 60° (trojuholnik M QS je rovnostranny), tak
uhol BMQ ma velkost 90° — 60° = 30°.

Uhly BAK a BMQ su striedavé (zvieraja s tuseckou AB rovnaky uhol 30°), preto usecky AK a M@ st navzajom rovnobeZné.
TakZe Stvoruholnik PMQK moze byt bud rovnobeznik alebo lichobeznik. Uhly KPM a PK(Q vSak maji rovnaku velkost
(60°) musi byt teda lichobeZnik so zakladhami PK a MQ. A kedZe jeho ramend PM a K@ maja rovnaku velkost, je to
rovnoramenny lichobeznik.
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Obrazok 10: obrazok k prikladu 8

Kazd4 taznica rozdeluje trouholnik na dva obsahovo zhodné trouholniky, vSetky tri spolu rozdeluja trojuholnik na Sest
obsahovo zhodnych trojuholnikov. CiZe trojuholniky AMS, MBS, BKS a SKC majt rovnaky obsah, ktory je rovny %
obsahu trojuholnika ABC. Usetky PM, MQ a KQ st taznice trojuholnikov AMS, MBS a BKS (st to spojnice stredov
stran a protilahlych vrcholov), teda trojuholniky AMP, PMS, MQS, MBQ, BKQ a QKS majua rovnaky obsah, ktory je
rovny polovici obsahu trojuholnikov AM S, MBS a BKS (opat vlastnost taznic). Obsah tychto trojuholnikov je % obsahu
trojuholnika ABC', obsah trojuholnikov AM P, PMS, MQS, MBQ, BKQ a QKS je potom % obsahu trojuholnika ABC.

Lichobeznik PMQK sa sklada z troch z tychto trojuholnikov (PMS, MQS a QKS) a teda jeho obsah je rovny 1—32, o je 1

1
obsahu trojuholnika ABC. Obsah trojuholnika ABC je 36km?, a preto obsah lichobeznika je % = 9km?2.

Odpoved’: Obsah lichobeznika je 9km?.

Komentar: Vicsina z vas zvladla vypocitat obsah lichobeZnika a tiez, dokazat, Ze je rovnoramenny, avSak ste zabudali dokazat,
ze dany utvar je lichobeznik, za ¢o ste stratili body.

Priklad & 9 (opravovala Natali):

Zadanie:

RieSenie: Prvou Matildinou tdlohou bolo zistit, ¢ vie z patuholnika, ktory ma vo vrcholoch éisla od jedna po péat dostat
patuholnik, ktory méa vo vrcholoch samé trojky tak, Ze vzdy o jedna zmensi alebo zvacsi ¢isla v troch susednych vrcholoch
(tento tkon nazvime “tah”). S touto Castou ulohy sa stacilo len trochu pohrat, skusit si par tahov a rieSenie bolo na svete.
Napriklad to mola byt postupnost tahov, ako je na obrazku 11.

Druhé cast ulohy bola az napadne podobna, ako prva — jediny rozdiel bol v tom, Ze Matilda mala vyrobit patuholnik so
samymi patkami vo vrcholoch. Ako nidm mdZe napovedat nejaky Siesty zmysel alebo intuicia, tato cast dlohy sa uZz nebude
dat tak l'ahko vyriesit, ako ¢ast prva. Inak povedané, s velkou pravdepodobnostou sa nebude dat vyriesit vobec. Podme sa
zamysliet nad tym, ¢m to moze byt.

Néajdime to, v ¢om sa naSe dve ulohy ligia. V oboch zac¢iname s tym istym patuholnikom — takym, ktory ma vo vrcholoch
¢isla od jedna po pat. Vsimnime si, Ze tieto ¢isla davaju sucet 15. V prvej tllohe sme mali dostat patuholnik so samymi trojkami
vo vrcholoch. Sucet ¢isel vo vrcholoch tohto patuholnika je taktiez 15. V druhej ilohe mame dostat patuholnik so samymi
patkami, ktory ma tym padom sucet vo vrcholoch 25. Co o tychto troch suctoch vieme povedat? Vsimneme si, Ze ¢islo 15 je
delitelné tromi, kym ¢&islo 25 nie je.

Teraz si vS§imneme, ¢o sa so suc¢tami ¢isel vo vrcholoch bude diat po jednotlivych tahoch. V kazdom tahu sa tri ¢isla zmensia
alebo zvécsia o 1, takze sucet vSetkych ¢isel vo vrcholoch sa zmensi alebo zvacSi o tri. Teda zvySok, ktory dava sucet po deleni
tromi zostava po kazdom tahu rovnaky. To ale znamené, Ze ak bol sucet na zaciatku delitelny tromi, tato vlastnost sa po
Zziadnom tahu nezmeni, sucet zostane vzdy delitelny tromi.

Vratme sa k Matildinej tulohe, ktorou je zmenit sicet vo vrcholoch patuholnika z 15 na 25. KedZe sme zistili, ze Matilda
svojim tahom nikdy ndostane iny sicet ako nasobok troch, urdite nevie zo suctu 15 dostat sacet 25. A to sme chceli ukazat.

Povedzme si o tejto tulohe este trosku viac. Aj ked sa vam tato tloha prilis nepodoba na bezné hry, z matematického
hladiska je to jednozna¢ne hra (aj ked len pre jedného hraca). Vzdy sa rozhoduje, ¢ vieme vyhrat, teda splnit zadanie, alebo
¢ uréite prehrame. Zistili sme ako funguja sacty vo vrcholoch, takZe uz vieme pre kazdy zalatoény a koneény stav (Gisla
v patuholniku, s ktorymi za¢iname a s ktorymi mame skon¢it) s istotou povedat, ¢ moze vyhrat alebo nie — sta¢i sa pozriet na
to, ¢ sacet vo vrcholoch zaciatoéného a konecéného patuholnika dava rovnaky zvysok po deleni tromi (ak dava, tak este treba
najst postupnost tahov, ktorou sa d4 dostat zo zaciato¢ného stavu do kone¢ného). Tato vlastnost sa v hrach nazyva invariant;
teda niec¢o nemenné, stale. Pri hrach dvoch hracov je takisto dolezity pojem witaznd stratégia, ktora sa pri vacsine hier hlada.
Takto sa nazyva sposob hry pre jedného z hracov, ktory mu zaruci vyhru, nech zvy$ni hraci tahaja akokol'vek.

Ako sa na ten invariant da prist? Odpoved je jednoducha — treba vyuZivat vSetky informaécie, ktoré st v zadani a snaZzit
sa ich nejako premenit na uZitocné. Casté triky si nahradzanie ¢isel ich stétami a vSimanie si zvyskov po deleni vhodnymi
¢islami, alebo vSimanie si len nejakych velmi Specifickych pozicii.
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Priklad na prvy typ hry je znamy “Namornicky Nim”, hra pre dvoch hracov. Na stole je niekol’ko (napriklad 25) zapaliek,
hra¢ v svojom tahu vie zobrat 1, 2 alebo 3 z nich a vyhrava ten, ktory vezme poslednu. Skiste najst vitaznu stratégiu pre
prvého hraca. Trochu vam napovieme, Ze teraz si treba véimat delitelnost styrmi. A ako by to vyzeralo, keby bolo na zaéiatku
len 24 zapaliek? Ktory z hracov by mal vitaznu stratégiu tentokrat?

Priklad na druhy typ hry je napriklad takyto: Na stole je vedla seba ulozenych 24 kariet. Kazda z kariet ma jednu stranu
z1ta a druhu zelent, zatial st vSetky poloZené Zltou stranou nahor. Za tymto stolom stoja dvaja I'udia (z jednej strany) a
tahaju tak, ze vzdy oto€ia nejakych 5 kariet, ktoré lezia hned za sebou a prva z nich je zlta. Prehrava ten, ktory prvy nemoze
urobit tah. Skuste zistit, ¢i vobec niekedy moze druhy hrac prehrat.

Na zaver eSte jedna délezita vec, na ktora pri hladan{ invariantov nesmieme zabudat. Objavenim invariantu ¢asto najdeme
len akusi nutnd podmienku ktora musi byt splnena, ale neznamena to, ze vietky pripady splhajtce tatu podmienku vyhovuja
zadaniu. Teda po objaveni invariantu musime este overit, ¢i takd podmienka stac¢i. Ak sme v naSej povodnej tlohe zistili, ze
stucet ¢isel musi byt delitelny tromi, musime aj overit, Ze ak je stucet delitelny tromi, existuje takd postupnost tahov, ktora
vedie k rieSeniu.

Ak sa vam zda, Ze to ¢o vravim nedava zmysel, zamyslite sa nad poslednym prikladom: Sachovnicu nxn treba vykachlickovat
tetraminami v tvare T. Kazdy si vSimne, Ze na to, aby sme tulohu vedeli splnit, musi byt pocet policok Sachovnice nésobok
Styroch. Problém vsak je, Ze Sachovnicu 4 x 4 vykachli¢kovat vieme, kym Sachovnicu 6 x 6 nie, aj napriek tomu, ze 6-6 = 4-9.
Skuste sa zamysliet, preco je to tak.
to tentokrat nevyslo uplne najlepsie, zistili, kde bol problém a nabudice uz to buda mat vynikajaco. A ak by vAm ndhodou
nedali spat otazky na rozmyslanie, ozvite sa, napriklad na natalia.karaskova@gmail.com alebo pavol@gurican.sk, radi vam
pomdzeme :)

Obrazok 11: Napriklad takto mohla Matilda tahat.

Prémia (opravovala gubika):

Zadanie:

Doplnené zadanie: Jedinym hacdikom je, Ze nepoznaji, ktoré su falosné a ktoré pravé, vyzeraju totiz na vlas rovnako.
V mesci mame 5 minci. Tri z nich st pravé a zvysné dve faloSné. Vieme, Ze vSetky pravé mince vaZzia rovnako a dve falogné
vaZzia rovnako. Nevieme vSak, & st pravé lahSie alebo tazgie ako falosné. Nemaju ni¢, len rovnoramenné vahy. Ako vedia ¢o
najrychlejsie (na ¢o najmenej vazeni) ur¢it aspon jednu prava mincu? Kolko vazeni budd potrebovat?

RieSenie: Chceme najst najmensi pocet vazeni, na ktory vieme najst aspon 1 pravi mincu. Podme teda od zaciatku. D4
sa to spravit na jedno vaZenie? Odpoved je nie. Ak by sme odvéazili dve mince z meSca mohli by sme dostat bud, Ze sa ich
hmotnosti rovnaji (teda st to bud dve pravé mince a v mesci nam ostali 2 falogné a 1 prava alebo st to dva falosné a ostali
nam v mesci 3 pravé, nevieme ale, ktora z moznosti to je), alebo sa li$ia (na vahach mame jednu falo$nu a jednu prava mincu,
v mesci dve pravé a falosna). Z toho by sme pravi mincu nevedeli uréit.

Ak by sme na vahy dali 4 (dve a dve) mince, mohli by sme sice dostat moZnost, Ze sa nAm hmotnosti rovnaji (na vahe
mame na kazdej strane praviu a falo$ni mincu a zostavajuca je prava), ale toto rieSenie nie je v8eobecné, hmotnosti sa nam
mozu nerovnat a vtedy nevieme urcit pravi mincu.

Ak by sme na vahu polozili 3 alebo 5 minci, ni¢ by sme nezistili, ani keby sa hmotnosti rovnali, ani keby bola jedna strana
tazsia ako druha.

Musime hladat rieSenie na viac ako 1 vaZenie, tych je viacej, preto si uvedieme to najjednoduchsie. Urobime dve véZenia,
na prvykrat porovname hmotnosti prvej a druhej mince, pri druhom vaZzeni odvéazime tretiu a Stvrtd mincu z meSca. Mozu
nastat nasledujice moznosti:

1. Pri prvom aj druhom véZeni sa nAm hmotnosti rovnaja. Teda sme raz trafili dve pravé a raz dve falosné mince (na poradi

nezalezi). Zostavajica minca je potom urcite prava.

2. Pri jednom véazeni sa hmotnosti rovnaju a pri druhom nie (na poradi opat nezalezi). Pri vazeni, kde je jedna minca tazsia
ako druha, mame jednu pravu a jednu falosnt mincu. KedZe v mesSci sme mali dokopy iba 2 falogné mince, pri vaZeni
kde sa hmotnosti rovnaju musia byt obe mince pravé.

3. V oboch véazeniach bola jedna minca tazsia ako druha. Dvakrat sme museli porovnavat dvojicu prava a falo¥na minca.
Zostavajica minca musi byt prava.

Takto sme dokézali najst aspon 1 prava mincu na 2 véZenia.
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Odpoved’: Na nijdenie aspon jednej pravej mince potrebujeme minimélne dve vaZenia.

Komentar: Priklad vacsina z vas zvladla ale boli aj pripady, ked ste chceli postupovat akoby postupne, tak sa urcite
k najmensiemu poc¢tu vazeni nedostanete. Priklad sa dal riesit na dva tahy aj inym postupom, ktory bol dokonca aj raz medzi
rieSeniami, ten bol ale trocha dlhsi.



